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Лекция 8. Решение тригонометрических уравнений
Итоговая работа

Лекция 5
Решение рациональных уравнений  

и неравенств

6. Решение рациональных уравнений
Рациональные уравнения в контрольные измерительные матери-

алы ЕГЭ в явном виде не включаются, этот материал больше отно-
сится к материалу основной школы. Тем не менее его повторение — 
очень важная составляющая подготовки к экзамену. Практически 
все иррациональные, логарифмические, показательные уравнения 
сводятся к решению квадратных или линейных уравнений. Слож-
ные задания, чаще всего уравнения и неравенства с параметром, 
сводятся опять же к линейным или квадратным.
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Линейное уравнение вида aжx = b умеют решать все, — правда, если 
a ≠ 0. Многим выпускникам кажется это уравнение настолько простым, 
что не стоит и задумываться. Как только уравнение решается автома-
тически, то возможны ошибки. Например, при решении уравнения  
10х = 2, 10 делят на 2, получая х = 5. Что это: невнимательность? 
Досадная ошибка? И при решении простейших уравнений никто не 
застрахован от ошибки — нужно проверять.

С решением квадратных уравнений, как ни странно, еще боль-
ше проблем. Парадокс заключается в том, что квадратное уравне-
ние, казалось бы, умеют решать почти все, но очень большой про-
цент ошибок приходится как раз на решение квадратного уравне-
ния. Ошибки начинаются с вычисления дискриминанта. В фор-
мулах корней квадратного уравнения есть уже две возможности 
для ошибок: – b и 2а. Поэтому формулы нужно повторить и ни в 
коем случае не упоминать формулу корней с «четным коэффици-
ентом» — много ошибок, особенно у сильных выпускников. Пусть 
лучше будет одна формула, но зато надежно отработанная. Очень 
важно повторить и теорему Виета. Обязательно нужно проверять 
корни квадратного уравнения либо с помощью теоремы Виета, 
либо подстановкой. Этой проверкой никогда не стоит пренебре-
гать: она занимает меньше времени, чем полная проверка всего 
решения сложного задания.

Дробно-рациональное уравнение одиннадцатиклассники реша-
ют тяжело. Иногда складывается впечатление, что решение пропор-
ции в школе не рассматривалось вовсе. Серьезные проблемы воз-

никают, например, при решении такого уравнения: ( )2 2
4.

2
x x

x
−

=
−

  

Поскольку можно поделить числитель и знаменатель на х – 2, то по-
лучается квадратное уравнение, корнями которого являются числа 
2 и –2. Эти же числа многие считают корнями дробно-рациональ-
ного уравнения, забыв, что x – 2 ≠ 0. При этом они часто даже пи-
шут формальное условие «знаменатель не равен нулю», и тут же о 
нем забывают. 

Чтобы избежать многих ошибок, проверка нужна обязательно. 
В линейном уравнении — это подстановка, в квадратном — подста-
новка или теорема Виета, в дробно-рациональном — подстановка и 
удовлетворение условию «знаменатель не равен нулю».

В качестве рекомендации можно посоветовать обязательно вклю-
чать в каждую домашнюю работу хотя бы одно задание на реше-
ние рационального уравнения. Найдите возможность на уроке дать  
(и проверить) одно такое задание.
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Краткие теоретические сведения
Уравнение, приводимое к виду ax + b = 0, a ≠ 0, называется ли-

нейным. 

Уравнение имеет единственный корень ;
b

x
a

= − .

Уравнение, приводимое к виду ax2 + bx + c = 0 при a ≠ 0, назы-
вается квадратным.

Корни квадратного уравнения: 1,2 ,
2

b D
x

a
− ±=   D = b2 – 4ac. 

Если D > 0 , то уравнение имеет два корня, если D = 0, то один 
(кратный) корень, если D < 0, то уравнение действительных кор-
ней не имеет.

Неполные квадратные уравнения: 
•ax2 + bx = 0 можно решать разложением на множители  

x(ax + b) = 0, откуда х = 0 или ;
b

x
a

= −

•ax2 + c = 0 можно привести к виду 2 ;
c

x
a

= −  если правая часть 

положительная, то уравнение имеет два корня ,
c

x
a

= ± −  если отри-
цательная — то действительных корней нет;

•ax2 = 0, тогда х = 0.
Разложение квадратного трехчлена ax2 + bx + c на множители:
если D > 0, то 

ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2), 
где х1 и х2 — корни квадратного трехчлена;

если D = 0, то квадратный трехчлен имеет один (кратный) корень 
ax2 + bx + c = a(x – x1)2.

Дробно-рациональное уравнение приводится к виду ( )
( )

0.
f x
g x

=  Его 

решение сводится к решению системы 
( )
( )

0,
0.

f x
g x

=
 ≠

Примеры с решениями

1. Решить уравнение 
1,5х(х + 4) – х(7 – 0,5х) = 0,5(10 – 2х).

Решение. Упростим левую и правую части уравнения 1,5x2 + 6x  – 
– 7x + 0,5x2 = 5 – x, получим: 

2x2 = 5, x2 = 2,5, 2,�.x = ±

Ответ: 2,5,−  2,5.
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2. Найти наибольший корень уравнения 

( )2 2

2 3 15
.

5 2 10 25x x x x x
+ =

+ − −

Решение. Найдем область допустимых значений переменной 
уравнения, предварительно приведя его к виду

 
2 3 15

:
( 5) 2( 5) ( 5)( 5)x x x x x x

+ =
+ − − +

x ≠ 0, x ≠ 5, x ≠ –5. Домножив обе части уравнения на общий знаме-
натель 2х(х + 5)(х – 5), получим уравнение: 

4(х – 5) + 3х(х + 5) = 30, 
3x2 + 19x – 50 = 0, 

D = 961, 
19 31

,
6

x
− ±=  x1 = 2, 2

25
3

x = −  

— оба числа удовлетворяют условию x ≠ 0, x ≠ 5, x ≠ –5. 
Наибольший корень x = 2.

Ответ: 2.

3. Решить уравнение 
x3 + x2 = 9x + 9. 

В ответе запишите произведение его корней.
Решение. Запишем уравнение в виде 

x3 + x2 – 9x – 9 = 0. 
Разложим на множители левую часть уравнения: 

(x3 + x2) – (9x + 9) = 0, x2(x + 1) – 9(x + 1) = 0,
 (x + 1)(x2 – 9) = 0, (x + 1)(x – 3)(x + 3) = 0. 

В данном случае произведение равно нулю, если один из мно-
жителей равен нулю. Получим: х – 3 = 0, или х + 3 = 0, или  
х + 1 = 0. Корни уравнения: x1 = 3, x2 = –3, x3 = –1. Произведение 
корней: x1x2x3 = 9.

Ответ: 9.

4. Найти произведение корней уравнения 
(x – 2)2(x2 – 4x) + 3 = 0.

Решение. Данное уравнение сводится к квадратному методом за-
мены переменной. Раскроем скобки, получим: 

(x2 – 4x + 4)(x2 – 4x) + 3 = 0. 
Пусть x2 – 4x = y, тогда уравнение примет вид:

 (у + 4)у + 3 = 0; y2 + 4y + 3 = 0. 
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Корни этого уравнения: y1 = –1, y2 = –3. Получим:

 

2 2

2 2

4 1 4 1 0

4 3 4 3 0.

x x x x

x x x x

 − = − − + =
⇔ 

− = − − + =    
Решим уравнение x2 – 4x + 1 = 0. 
D = 12, тогда по теореме Виета x1x2 = 1. 
Решим уравнение x2 – 4x + 3 = 0. 
х3 = 1, х4 = 3, тогда x3x4 = 3. 
Получим: x1x2x3x4 = 3.
Ответ: 3.

5. Решить уравнение 

2 2

2 8 4 2 3 6 7
.

3 7 2 3 3 4 2 3
x x x x
x x x x x x

+ + + − − = + + − + − + 

Решение. 

( )( ) ( )( )
2 8 4 2 3 6 7

0,
3 7 1 2 3 4 1 2 3

x x x x
x x x x x x

 + + + −− − =  + − + + − +   

x ≠ 1, x ≠ –1,5, x ≠ –4, 1
2 .

3
x ≠ −

2 22( 4) ( 4) (2 3) 6 7
3 7 ( 1)(2 3)( 4) 2 3

x x x x
x x x x x

+ + − + −⋅ − =
+ − + + +

2( 4) ( 1)(3 7) 6 7
3 7 ( 1)(2 3)( 4) 2 3

x x x x
x x x x x

+ − − + −= ⋅ − =
+ − + + +

2 6 7 6 5
0;

2 3 2 3 2 3
x x

x x x
− − − += − = =

+ + +  

5
.

6
x =

Ответ: 
5

.
6

Тренировочные упражнения

Решите уравнения (1–10).
1. 3(x + 3) – 2(2x – 1) + 5(3x – 1) = 4.

2.  ( ) ( )4 3 3 1 2 5
1.

2 3
x x− + −

− =

3.  ( ) ( )2
3,2 2 5 1 2 3 2,6.

5
x x+ − − =

4.  ( )
2

4 2 2,5 1
2,2 2 2,1 5 1.

3 5

x
x

 − − −  − =
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5. 
( ) ( )

( ) ( )
3 3 4 4 5 6

1.
2 2 1 5 3 2, 8

x x
x x

+ − +
=

+ − +

6.  ( )( )
3 3 3

.
2 1 2 1

x
x x x x

+ + =
+ − + −

7.  ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 3 2

0.
4 2 1 2 2 1 2
x x

x x x x x x
− −− + =

− + − + − +

8. 
2 3

2 2 2 2

1 1
: .

2 1 1
x x x

x x x x x x x
− = + − + − − + 

9. 
2

2 2 2 2

6 1 6 1 1 12 12
: .

6 6 36 1
x x x

x x x x x x x x
+ − + + − = − + − + + 

10. 
2

3 2 3

2 1 4 2 2 2
.

2 2 8 1 1 4 4 8 1
x x x x x
x x x x x

 + −⋅ − = − + + + + 

Ответы: 1. 1
.

7
−   2. –1.  3. –1.  4. 119

1 .
512

  5. 1
1 .

11
x ≠ −   6. – 5; 0.   

 
7. 0,4.  8. Нет корней.  9. Все числа, кроме –6, –1, 0, 6.  10. Все чис-
ла, кроме –0, 5, 1.

Материал взят из книги А.Х. Шахмейстера «Уравнения» (М.: Издательс-
тво МЦНМО: СПб.: «Петроглиф»: «Виктория плюс», 2008).

Тренировочный тест № 6.1
Базовый уровень

Ответом на задания В1–В14 должно быть дробное выражение 
или число, записанное в виде десятичной дроби.

В1. Решите уравнение 
3х(х – 1) – 17 = х(3х + 1) + 1.

В2. Решите уравнение

 

3 1 2 3
.

2 5
t t+ −=

В3. Найдите наименьший корень уравнения 
3x – (x + 2)(x – 2) = 5 – (x – 1)2.

В4. Решите уравнение

 

2 3 2 1 4
.

6 3 2
y y y

y
− − −+ = −
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В5. Найдите наименьший корень уравнения 
2(5z – 1)2 + 35z – 11 = 0.

В6. Найдите произведение корней уравнения

 

24 3 1 2 5 2
.

15 3 5 10
t t t+ −+ − =

В7. Найдите наименьший корень уравнения
 t4 + t3 – 6t2 = 0.

В8. Найдите сумму корней уравнения 
x4 – 5x2 + 4 = 0.

В9. Найдите наибольший корень уравнения

 

5
1.

3 3
y

y y
− =

− +

В10. Найдите наибольший корень уравнения

 
2 2

2 1 4
0.

1 1 (1 )x x x
− + =

− − +

В11. Найдите сумму корней уравнения 
(2x – 1)4 – (2x – 1)2 – 12 = 0.

В12. Найдите сумму корней уравнения 
(t2 – 5t + 2)(t2 – 5t – 1) = 28.

В13. Найдите сумму корней уравнения 
y3 – 6y + 3y2 – 8 = 0.

В14. Найдите наименьший корень уравнения
 x6 + 9x3 + 8 = 0.

Ответы:  В1.  –4,5.  В2.  –1.  В3.  0.  В4.  –11.  В5.  –0,6.   
В6. 0,125.  В7. –3.  В8. 0.  В9. 12.  В10. –5.В11. 1.  В12. 10.  В13. –3.   
В14. –2.

Тренировочный тест № 6.2
Повышенный уровень

Ответом на задания В1–В5 должно быть целое число или чис-
ло, записанное в виде десятичной дроби.

В1. Найдите произведение корней уравнения
 (x2 – 2x)2 – 3x2 + 6x – 4 = 0.

В2. Найдите сумму корней уравнения 
6 8

1.
( 1)( 2) ( 1)( 4)x x x x

+ =
+ + − +
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В3. Найдите сумму корней уравнения

 
2

2

4 2
8 0.x x

x x
   + − + − =      

В4. Найдите произведение корней уравнения 
(x – 2)(x – 3)2(x – 4) = 20.

В5. Найдите наименьший корень уравнения

 
2

2

2
2 .

t
t t

t
− = −

Ответы: В1. –4.  В2. –6.  В3. 1.  В4. 4.  В5. –1.

Тренировочный тест № 6.3

При выполнении заданий А1–А10 обведите кружком номер пра-
вильного ответа.

A1. Найдите сумму корней уравнения

 

2 22 3 2
.

4 3
x x x x− +=

1. 8,5.	 2. –4,5.	 3. 0,8.	 4. 2,4.
2. Найдите произведение корней уравнения 

2(1 – х)(3 – 4х) – (2х + 1)(2х – 1) = 11.
1. 2.	 2. –1.	 3. 1.	 4. 2,5.

А3. Найдите наибольший корень уравнения

 
2 2

1 12 3
.

( 2) 4 2x x x
− =

− − +

1.  7
.

3
	  2. –2.	 3. 1.	 4. Другой ответ.

А4. Найдите отрицательный корень уравнения
 9y4 + 23y2 – 12 = 0.

1. –6.	 2. 3
.

4
− 	 3. 2

.
3

− 	 4. Другой ответ.

А5. Найдите сумму корней уравнения
 x3 + 6x2 – 4x – 24 = 0.

1. –6.	 2. –2.	 3. –4.	 4. 0.
А6. Найдите произведение корней уравнения 

(x2 + 3x + 1)(x2 + 3x + 3) + 1 = 0.
1. –2.	 2. 2.	 3. 4.	 4. –4.
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А7. Найдите наименьший корень уравнения
 (x2 – 12)2 = x2.

1. 4.	 2. –4.	 3. –3.	 4. Другой ответ.

Ответом на задания В1–В3 должно быть целое число или чис-
ло, записанное в виде десятичной дроби.

В1. Найдите наименьший корень уравнения

 

2 24 5 3 2 17
.

3 2 4 5 4
x x
x x

− +   + =   + −   

В2. Решите уравнение

 
2 2 2

1 1 4,5
.

2 2 2 3 2 4x x x x x x
+ =

− + − + − +

В3. Найдите произведение наибольшего и наименьшего корней 
уравнения

 

2

2

2 2 4
.

3 3
x x x

x x x
− − −=

− −

Ответы: А1. 1.  А2. 2.  А3. 1.  А4. 3.  А5. 1.  А6. 2.  А7. 2.  В1. –4,5. 
В2. 1.  В3. –4.

Итоговый тест

При выполнении заданий А1–А7 обведите кружком номер пра-
вильного ответа.

А1. Найдите разность между наибольшим и наименьшим из кор-
ней уравнения

 

25 3
3.

4 8 2
x x x− = −

1) 2    	 2) 10    	     3) –10    4) другой ответ
А2. Найдите корень уравнения 

(2 – 7x)2 = 49x2 – 10x + 40.
1) –2    	 2) 2    	 3) 12           4) другой ответ

А3. Найдите наименьший корень уравнения

 

2

2

1 1 15
.

3 3 9
x

x x x
−− =

+ − −

1) –3    	 2) 5   	 3) 1              4) другой ответ
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А4. Найдите разность между наибольшим и наименьшим кор-
нем уравнения 

16t4 – 8t2 + 1 = 0.

1) 4	 2) 2	 3) 1	 4) 1
2

А5. Найдите сумму корней уравнения 
y3 – 36 – 9y + 4y2 = 0.

1) –4	 2) 10	 3) 1	 4) –6
А6. Найдите произведение корней уравнения

 (x2 – 4x – 2)(x2 – 4x + 1) = 4.
1) 6	 2) –3	 3) –6	 4) другой ответ

А7. Найдите наименьший корень уравнения
 (z2 – 3)2 = 4z2.

1) 3	 2) –3	 3) –1	 4) другой ответ

Ответом на задания В7–В10 должно быть целое число или чис-
ло, записанное в виде десятичной дроби.

В8. Найдите сумму корней уравнения

 

2

2

2 5 1
2 .

1 5 2
x x

x x
− −+ =
− −

В9. Найдите произведение корней уравнения

 
2

2

12
3 .

3 1
x x

x x
= −

− −
В10. Найдите сумму наибольшего и наименьшего из корней урав-

нения

 
4 3 4

4 .
x

x x
x
−− =

Ответы: А1. 4.  А2. 1.  А3. 2.  А4. 3.  А5. 1. А6. 3.  А7. 2.  В8. –2. 
В9. –3.  В10. 3.

7. Решение рациональных неравенств

Решение рациональных неравенств явно проверяет только одно за-
дание КИМ ЕГЭ. В вариантах 2008 года таким заданием было А8.

А8  Решите неравенство

 ( )( )
5 15

0.
6 8
x

x x
− >

+ −

1) (–∞; 6) c (3; 8)	              2) (–∞; –6) c (–6; 3)
3) (–6; 3) c (8; +∞)            4) (3; 8) c (8; +∞)
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Процент его выполнения — от 67,7 до 74,4%. По отчетам ФИПИ, 
дробно-рациональные неравенства выполняли: в 2004 г. — 31–83%;  
в 2005 г. — 63–82%; в 2006 г. — 75%; в 2007 г. — 67–75%.

И этот материал больше относится к материалу основной шко-
лы. Тем не менее повторение этого материала также очень важная 
составляющая подготовки к экзамену.

Более интересное задание В7.

В7  Найдите количество целочисленных решений неравенства
2

2

12
0.

1 ctg
4

x x
x

− − ≤π+

Были ошибки и при решении неравенства в задании С1.

С1  Найдите наименьшее значение функции 
f(x) = (2x + 2)5 – 5(2x + 2)4 

при | x + 1 | ≤ 0.

Для решения целых и дробно-рациональных неравенств приме-
няется метод интервалов. От этого метода остается лишь прямая 
знаков; очень редко выпускники полностью описывают применение 
этого метода: обозначение функции, область определения, интерва-
лы непрерывности, нули функции, промежутки, на которых функ-
ция принимает значения одного знака, определение знаков значе-
ний функции на каждом из промежутков.

При решении линейного неравенства чаще всего допускаются 
ошибки при делении обеих частей на отрицательное число. Ко-
нечно, при решении неравенства –2x > 3 ошибка маловероятна. 

Зато при решении неравенства ( )1 2 2x− >  ошибаются более по-

ловины выпускников. Иногда встречаются ошибки такого рода. 
«Решим неравенство –2x > 3, 3 : (– 2) = –1,5, нанесем на коорди-
натную прямую точку –1,5; так как знак ”больше”, то интервал 
заштриховываем правее этой точки». Эта ошибка (хоть и редкая) 
замечена как в работах слабых учеников, так и в работах сильных. 
При таком решении происходит смешение двух методов: анали-
тического и графического.

При решении квадратных неравенств чаще всего допускается 
ошибка в определении знаков. Например, при решении неравенс-
тва –x2 – 4x + 5 ≥ 0, найдя нули: x = 1, x = –5, отметив на коорди-
натной прямой нули, знаки наносятся ошибочно.
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Поэтому и ответ получается неверный.
Еще одна частая ошибка — включение или невключение гранич-

ных точек.
Больше всего ошибок допускается выпускниками при решении 

дробно-рациональных неравенств. Проиллюстрируем одну из рас-

пространенных ошибок. 1
0,

3
x
x

+ <
−

 x + 1 < 0 при x – 3 ≠ 0. Произошло 

смешение методов решения дробно-рациональных уравнений и не-
равенств (иногда это выдается за метод интервалов).

Рекомендация: обязательно включайте хотя бы одно задание на 
решение рационального неравенства в каждую домашнюю работу и 
проверьте на уроке одно такое задание.

Примеры с решениями

1. Решить неравенство 
2 1

0.
3

x
x

+ <
−

Решение. Функция 
2 1

( )
3

x
f x =

x
+
−

 определена при всех действитель-

ных значениях x, кроме х = 3, и не имеет нулей, поэтому получает-
ся: x ∈ (–∞; 3).

Ответ: (–∞; 3).

2. Решить неравенство 
(9x2 – 6x + 1)(x – 2) ≥ 0.

Решение. Преобразуем левую часть неравенства, получим: 
(3x – 1)2(x – 2) ≥ 0. Решим неравенство методом интервалов: 

1
[2; ).

3
x  ∈ + ∞ 

 


Ответ: 1
,

3
x =  x ≥ 2.

3. Найти область определения функции

 

216
( ) .

2 10
x

f x
x
−=

− −



Решение рациональных уравнений и неравенств                                         15

Решение. Подкоренное выражение должно быть больше или рав-

но нулю, поэтому решим неравенство 
216

0
2 10

x
x
− ≥

− −
, оно равносильно 

следующему неравенству: ( )( )
( )
4 4

0.
2 5

x x
x

− +
≥

+
 Решим неравенство ме-

тодом интервалов: x ∈ (–5; –4] c [4; +∞).

Ответ: (–5; –4] c [4; +∞).

4. Решить неравенство

 

2 2

2 2

( 3 18)(4 4 1)
0.

( 5 6)(3 8 14)
x x x x
x x x x

+ − − + >
− + − +  

Решение. Разложим на множители числитель и знаменатель ле-
вой части неравенства, тогда получим:

 

2

2

( 6)( 3)(2 1)
0.

( 2)( 3)(3 8 14)
x x x

x x x x
+ − − >

− − − +  
Неравенство равносильно системе:

 

2

2

( 6)(2 1)
0,

( 2)(3 8 14)
3.

x x
x x x

x

 + − > − − +
 ≠  

Квадратный трехчлен 3x2 – 18x + 14 действительных корней не 
имеет, то есть принимает значения одного знака при всех допусти-
мых значениях переменной. Решим неравенство методом интерва-
лов: x ∈ (–∞; – 6) c (2; 3) c (3; +∞).

Ответ: (–∞; – 6) c (2; 3) c (3; +∞).

5. Решить неравенство 6 3 7
0.

1 1 2x x x
− − ≤

− + +

Решение. Преобразуем левую часть неравенства, приведя дроби 

к общему знаменателю, тогда получим: 
24 15 25

0.
( 1)( 1)( 2)

x x
x x x
− + + ≤
− + +
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Данное неравенство равносильно следующему:

 

24 15 25
0.

( 1)( 1)( 2)
x x

x x x
− − ≥

− + +  
Разложив на множители числитель дроби, получим:

 

(4 5)( 5)
0.

( 1)( 1)( 2)
x x

x x x
+ − ≥

− + +  
Решим неравенство методом интервалов: 

5
2; ( 1; 1) [5; ).

4
x  ∈ − − − + ∞  

 

Ответ: 
5

2; ( 1; 1) [5; ).
4

 − − − + ∞  
 

Тренировочные упражнения

Базовый уровень

1. Решите неравенство (2x + 5)(3 – 2x) < 0.
2. Найдите сумму целых положительных решений неравенства 

(25 – x2)(4 – x2) ≤ 0.

3. Решите неравенство 
2 2

2

( 4)(1 )
0.

( 4)
x x

x x
− − <

+

4. Сколько целых решений имеет неравенство

 

7 4
2.

3 2
x

x
+ ≥

−

5. Найдите наибольшее целое решение неравенства

 
2

4
0.

x
x
− <

6. Найдите сумму целых решений неравен-ства

 

2

2

6
0.

9
x x

x
+ − ≤
−

7. Найдите наибольшее целое решение неравенства

 

1
.

4
x

x
>
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8. Найдите наибольшее целое решение неравенства
 12t + t2 – t3 ≥ 0.

9. Сколько целых решений имеет неравенство

 

2

2

2 3 2
0 ?

3 2
z z
z z

− − ≤
− −

10. Найдите наименьшее целое решение неравенства

 

2

2 2

3 10 3
0.

(4 )( 3)
x x

x x
+ + >

− −

11. Найдите область определения функции

 
3 25 .y x x= −

12. Найдите область определения функции

 
227 12 4 .y x x= − −

13. Найдите область определения функции

 
2

5
.

2
x

y
x x

−=
−

Повышенный уровень

14. Найдите наименьшее целое положительное решение нера-
венства

 

2 2
.

2 3 4 3
x x
x x

− +≥
+ −

15. Найдите сумму целых решений неравенства

 
2

5 18
.

3 3 9
x

x x x
− <

− + −

16. Найдите сумму целых положительных решений неравенства

 

14 (2 3) (9 30)(2 3)
.

1 4
x x x x
x x

+ − +≤
+ −

17. Найдите сумму чисел, которые не являются решением нера-
венства

 
2

1 2
1 0.

( 2) 2x x
− + >

− −

18. Найдите наибольшее целое отрицательное решение нера-
венства

 

2

2

( 3) 3
0,

4
x a x a

x
+ − − ≥

−  
если а > 2.
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Ответы: 1. 
5 3

; ; .
2 2

   −∞ − + ∞      
   2. 14.  3. (–2; –1) c (0; 1) c (2; +∞).   

4. 1.  5. 3.  6. 2.  7. 1.  8. 4.  9. 1.  10. 1.  11. [–5; 0] c [5; +∞).  12. [–4,5; 1,5]. 
13. (–∞; 0) c (2; 5].  14. 9.  15. –2.16. 6.  17. 3.  18. –1.

Тренировочный тест № 7.1
Базовый уровень

При выполнении заданий А1–А8 обведите кружком номер пра-
вильного ответа.

А1. Решите неравенство 
(2x2 + 3x + 4)(x + 3) ≥ 0.

1. [–3; +∞).	 2. [–3; 3].    
3. (–∞; –3].	 4. (–∞; 4] c [–3; +∞).

А2. Найдите сумму целых положительных решений неравенс-
тва (25x – x3)(4 – x2) ≤ 0.

1. 8.	 2. 14.	 3. –6.	 4. –14.
А3. Найдите наименьшее целое решение неравенства

 2

1
0.

( 1)
x

x
− ≤
+

1. 1.	 2. 2.	 3. –2.	 4. 0.
А4. Найдите сумму целых отрицательных решений неравенства

 
3 2

.
1x x

>
−

1. 4.	 2. –2.	 3. 2.	 4. –1.
А5. Найдите сумму целых отрицательных решений неравенства

 

2 2
0.

3 2
x x

x
+ − ≥
+

1. –2.	 2. 2.	 3. –1.	 4. –4.
А6. Найдите сумму длин промежутков, которые являются реше-

нием неравенства

 
(2 )( 5)

0.
( 1)( 3)

x x
x x

− + ≥
+ −

1. 6.	 2. 14.	 3. 4.	 4. 5.
А7. Найдите длину отрезка, который является решением нера-

венства

 

2

2

8 7
0.

4 4 1
x x
x x

+ + ≤
+ +

1. 5.	 2. 6.	 3. 4,5.	 4. 1.
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А8. Найдите область определения функции

 ( ) (1 2 )(1 4 ) (2 1)(2 1).f x x x x x= − − − + −

1.  1
; 2 .

2
 
  

    	 2. [–2; 1].    

3. [–2; +∞).    	 4. 1
; [1; ).

2
 −∞ + ∞  



Ответы: А1. 1.  А2. 2.  А3. 1.  А4. 4.  А5. 1.А6. 4.  А7. 2.  А8. 4.

Тренировочный тест № 7.2
Повышенный уровень

Ответом на задания В1–В4 должно быть целое число или чис-
ло, записанное в виде десятичной дроби.

В1. Найдите сумму целых положительных решений неравенства

 

6 1
.

3 10 2 11
x x
x x

− −≥
− −

В2. Найдите сумму целых отрицательных решений неравенства

 

2

2 2

16
1.

7 10 3 12
x

x x x
− >

− + −

В3. Найдите область определения функции 
2

3 2 .
2 3
x

y
x x x

=
− + +  

В ответ запишите количество целых неотрицательных чисел, входя-
щих в область определения функции.

В4. Найдите наибольшее целое решение неравенства ( )
0.

3
x x a

x
− ≤

+
, 

 если а < –3.

Ответы: В1. 15.  В2. –1.  В3. 2.  В4. 0.

Тренировочный тест № 7.3

При выполнении заданий А1–А8 обведите кружком номер пра-
вильного ответа.

А1. Решите неравенство 
(3x + 2)2 ≥ (3x – 1)(3x + 1) – 31.
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1. (–∞; 6].    	             2. [–3; +∞).    
3. [–6; 6].    	             4. [3; +∞).

А2. Решите неравенство 
(2x + 1)(x + 4) – 3x(x + 2) < 0.

1. (–1; 4).    	             2. (–∞; –1) c (4; +∞).    
3. (4; +∞).    	             4. (1; 4).

А3. Найдите наибольшее целое решение неравенства (х + 2)(0,5х 
+ 4)(1,5х – 6) < 0. 

1. 1.   	          2. 7.    	        3. 4.              4. 3.
А4. Найдите сумму целых решений неравенства

 2

3 5
0,5.

4 5
x

x x
− ≥

+ −
1. –6.   	          2. –8.    	        3. –7.           4. –10.

А5. Решите неравенство

 

2

2

12
0.

6
x x

x x
+ − ≥
− −

1. [–4; –3) c (2; 3].    	 2. (–3; 2).    
3. (2; 3].    		  4. (–∞; –4) c (2; 3].

А6. Найдите сумму целых решений неравенства

 

2

2

12
0.

0,25
x x

x x
+ − ≤

+ +
1. –4.   	          2. –1.    	         3. 3.            4. –2.

Ответом на задания В1–В4 должно быть целое число или чис-
ло, записанное в виде десятичной дроби.

В1. Найдите сумму целых положительных решений неравенства

 

3

2

( 2) ( 5)
0.

( 1)
x x

x x
− − <

+
В2. Найдите сумму целых решений неравенства

 
8 2

.
10 2
x

x x
− ≥
− −

В3. Найдите разность между наибольшим и наименьшим реше-
нием неравенства

 2 2 2

3 5 14
.

( 2) ( 2) 4x x x
− ≥

− + −
В4. Найдите наименьшее целое решение неравенства

 2

2
0

(2 5) 10
x a

x a x a
+ >

+ − −  
при a > 0.
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Ответы: А1. 2.  А2. 2.  А3. 4.  А4. 4.  А5. 1. А6. 1.  В1. 7.   
В2. 42.  В3. 4.  В4. 6.

Итоговый тест

При выполнении заданий А1–А6 обведите кружком номер пра-
вильного ответа.

А1. Решите неравенство 
(5x – 2)2 + 36 ≥ 5x(5x – 3).

1) (–∞; 8]    	         2) [8; +∞)    
3) [5; 8]    		         4) (–∞; 5) c (8; +∞)

А2. Решите неравенство 
(1 – 6y)(1 + 6y) – 14 > 7y(2 – 5y).

1) (–13; –6]    	         2) (–6; –1)    
3) (–13; –1)    	         4) (–∞; –13) c (–1; +∞)

А3. Найдите наибольшее целое решение неравенства 
(х – 2)(0,5х + 12)(0,4х – 8) < 0.

1) –19    	       2) 19    	 3) 11               4) –23
А4. Найдите наибольшее целое решение неравенства

 2

1 2
1.

2 8
x

x x
− ≥

− −
1) 4    	       2) 1   	 3) 5                 4) 3

А5. Решите неравенство

 

2

2

2 24
0.

3 2
x x
x x

− + + <
+ +

1) (–∞; –4) c (–2; –1) c (6; +∞)    
2) (–4; –2) c (–1; 6) c (6; +∞)    
3) (–4; –2) c (–1; 6)    
4) (–∞; –4) c (–2; –1)

А6. Найдите сумму целых решений неравенства

 

2

2

2 24
0.

0,25
x x
x x

− − ≤
− +

1) 5    	       2) 6    	 3) 11               4) 4

Ответом на задания В7–В10 должно быть целое число или чис-
ло, записанное в виде десятичной дроби.

В7. Найдите наименьшее целое решение неравенства

 

2

3

( 3) ( 4)
0.

( 2)
x x

x x
+ − >

−
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В8. Найдите сумму целых решений неравенства

 

1 1
.

3 2 3 3
t t
t t

− −≤
− +

В9. Найдите наименьшее целое решение неравенства

 
2 2

2 1 4
0.

1 1 ( 1)x x x
− + >

− − +

В10. Найдите наименьшее целое решение неравенства

 

2 (3 2) 6
0,

3
x b x b

x b
+ − − >

+  
если b > 0.

Ответы: А1. 1.  А2. 3.  А3. 2.  А4. 4.  А5. 1.  А6. 3.  В7. 1.  В8. –19. 
В9. –4.  В10. 3.



Лекция 6
Решение иррациональных 
уравнений и неравенств

Иррациональные уравнения всегда были в экзаменационном 
материале выпускных и вступительных экзаменов. В современных 
контрольно- измерительных материалах ЕГЭ по математике явно 
или неявно они также присутствуют. 

Простейшие иррациональные уравнения встречались учащимся 
в 8-м классе, а более сложные рассматриваются, как правило, только 
в 11-м. Поэтому часто возникают иллюзии, причем как у учеников, 
так и у учителей, что уж этот материал повторять к экзамену не 
нужно.

При всей простоте решения школьных иррациональных уравне-
ний, ошибок всегда много. Упомянем основные. Возведя в квадрат 
обе части уравнения, выпускники не считают нужным (или забы-
вают) сделать проверку. Очень часто, записав необходимые условия 
и отдав тем самым дань форме записи решения иррационального 
уравнения, одиннадцатиклассники никак не связывают эти усло-
вия с найденными значениями переменной. Мало рассматривается 
уравнений типа ( ) ( ) ( ).f x g x h x+ =  

Еще одно заблуждение заключается в очевидности решения урав-

нений типа ( ) ( )3 f x g x=  или ( ) ( )3 3 ,f x g x c+ =  которые либо не 
рассматриваются вообще, либо решается одно-два уравнения. Но при 
возведении в степень нужно применять формулы сокращенного ум-
ножения, а для многих выпускников куб суммы и куб разности — это 
давно забытое прошлое.

8. Иррациональные уравнения

Простейшее иррациональное уравнение имеет вид: ( ) ( ).f x g x=  
Методы решения иррациональных уравнений основаны, как прави-
ло, на возможности перехода от иррационального уравнения к ра-
циональному, которое либо равносильно исходному, либо является 
его следствием. Поэтому есть два способа решения иррациональных 
уравнений:

а) переход к рациональному уравнению-следствию с последую-
щей проверкой корней;

б) переход к равносильной системе.
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Краткие теоретические сведения

Уравнение ( ) ( )f x g x=  равносильно системе:

 
2

( ) 0,
( ) 0,

( ) ( ).

f x
g x

f x g x

 ≥


≥
 =  

В системе есть избыточное условие: из уравнения следует выпол-
нение первого неравенства. Избыток не является ошибкой. Так луч-
ше запоминается: арифметический квадратный корень определен 
для неотрицательного числа; арифметический квадратный корень 
принимает неотрицательные значения; корнем из неотрицательного 
числа является такое неотрицательное число, квадрат которого равен 
числу, записанному под корнем.

Другое решение часто называют «методом равносильности».

Уравнение ( ) ( )f x g x=  равносильно системе:

 
2

( ) 0,

( ) ( ).

g x

f x g x

≥
 =

Примеры с решениями

1. Решить уравнение 
2 8 2 .x x− = −

Решение. Уравнение равносильно системе: 
2 8 2 ,
2 0;

x x
x

 − = −
− ≥  

2 2 8 0,
0.

x x
x

 + − =
 ≤  

Корни квадратного уравнения: –4; 2. Корень иррационального 
уравнения: –4. 

Ответ: –4.

2. Найти сумму корней уравнения

 23 3 21 5 .x x x− + = −
Решение. Уравнение равносильно системе:

2 23 3 21 (5 ) ,
5 0,

x x x
x

 − + = −
 − ≥  

22 7 4 0,
5,

x x
x

 + − =
 ≤  

4
0,5,

5,

x
x

x

= −
 =
 ≤  

4
0,5.

x
x

= −
 =  

Корни иррационального уравнения: –4; 0,5. Их сумма равна –3,5.
Ответ: –3,5.
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3. Найти сумму корней уравнения
2( 2) 20 6 12.x x x x+ − − = +

Решение. Перепишем уравнение в виде:

( )2( 2) 20 6 0.x x x+ − − − =
 

Найдем область допустимых значений переменной: x2 – x – 20 ≥ 0,  
x ∈ (–∞; –4] c [5; +∞). Так как произведение равно 0, получим: 

х + 2 = 0 или 2 20 6,x x− − =  
то есть 

х = –2 или x2 – x – 20 = 36. 
Значение –2 не принадлежит области допустимых значений пере-
менной. Решим последнее уравнение x2 – x – 56 = 0: x = 8 или x = –7, 
 оба числа удовлетворяют условию x2 – x – 20 ≥ 0. (Это условие можно 
было бы и не фиксировать, так как x2 – x – 20 = 36.) Сумма корней 
равна –7 + 8 = 1.

Ответ: 1.
Замечание. Вместо нахождения области допустимых значений 

переменной можно сделать проверку.

4. Найти сумму корней уравнения

 2 6 1 2.x x+ − + =
Решение. Перепишем уравнение в виде:

 2 6 1 2,x x+ = + +  
возведем в квадрат обе части уравнения и получим:

 2 6 1 4 1 4.x x x+ = + + + +  
Далее:

 4 1 1,x x+ = +  ( )1 4 1 0,x x+ − + =

 1 0x + =  или 1 4,x + =  
откуда 

х = –1 или х = 15.
Так как при возведении в квадрат мы получаем уравнение-следс-

твие, то необходимо сделать проверку.
При х = –1 и при х = 15 исходное уравнение обращается в верное 

числовое равенство, поэтому оба числа являются корнями уравне-
ния. Сумма корней равна –1 + 15 = 14.

Ответ: 14.
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5. Решить уравнение

 2 3 6 3.x x− + − =
Решение. Данное уравнение можно решить аналогично предыду-

щему — при помощи возведения в квадрат и последующей проверки; 
покажем другой способ решения этого уравнения. Найдем область 

допустимых значений переменной, решив систему 
2 3 0,

6 0,
x

x
− ≥

 − ≥
 x ≥ 6. 

Функция 2 3 6y x x= − + −  является возрастающей на промежутке 
[6; +∞), поэтому данное уравнение имеет не более одного решения. 
Легко видеть, что при х = 6 получится верное числовое равенство, 
значит, 6 — единственный корень исходного уравнения. 

Ответ: 6.

6. Найти корни уравнения

 

2 1 1
2 1.

1 2 1
x x

x x
+ −− =

− +

Решение. Пусть 
2 1

1
x

y
x

+ =
−

 (по определению арифметического 

квадратного корня y ≥ 0). Получим уравнение 
2

1.y
y

− =  Корнями 

этого уравнения являются числа 2 и –1, из которых удовлетворяет 
условию y ≥ 0 только число 2. Получим:

 

2 1
2,

1
x

x
+ =

−  

2 1
4,

1
x

x
+ =

−  
откуда х = 2,5.

Ответ: 2,5.

7. Решить уравнение

 
63 3 25 2 5 25 .x x x+ − − = −

Решение. Найдем область допустимых значений переменной:  
25 – x2 ≥ 0, это промежуток  –5 ≤ x ≤ 5. Разделим обе части уравнения 

на 3 5 .x−  (Легко проверить, что х = 5 не является корнем уравне-
ния.) Тогда получим уравнение

 3 65 5
2 .

5 5
x x
x x

+ +− =
− −

 

Пусть 6 5
,

5
x

t
x

+ =
−

 t ≥ 0, имеем уравнение t2 – t – 2 = 0, откуда t = 2 или 

t = –1. Условию t ≥ 0 удовлетворяет число 2. 
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Получим:

 
6 5

2,
5

x
x

+ =
−  

5
64,

5
x
x

+ =
−  

откуда 63
.

13
x =

Ответ: 
63

.
13

8. Решить уравнение 
3 2 1 1.x x− = − −

Решение. Пусть 
3 2 ,x a− =  1 ,x b− =  b ≥ 0. Имеем уравнение  

a = 1 – b. Так как 
3 2 x a− =  и 1 ,x b− =  то 2 – x = a3 и x – 1 = b2. Сложив 

два последних уравнения, получим: a3 + b2 = 1. Таким образом полу-

чаем систему уравнений 3 2

1,

1,

a b

a b

+ =
 + =

 откуда 
3 2(1 ) 1,

1.
a a
a b

 + − =
 + =

 Решив 

первое уравнение системы, получим: а = 0, а = 1 или а = –2. Тогда

 
1,
0,

a
b

=
 =

 или 
2,

3,
a
b
= −

 =
 или 

0,
1.

a
b

=
 =

 

Откуда

 
3 2 1,

1 0

x

x

 − =


− =
 или 

3 2 2,

1 3,

x

x

 − = −


− =
 или 

3 2 0,

1 1.

x

x

 − =


− =
 

Решив системы уравнений, найдем: х = 1, х = 10 или х = 2.
Ответ: 1; 10; 2.

9. Решить уравнение

 2 2 1 2 2 1 2.x x x x+ + + + + − + =
Решение. Можно подметить, что

 
( )2

2 2 1 1 1x x x+ + + = + +
 

и

 
( )2

2 2 1 1 1 .x x x+ − + = + −
 

Следовательно, имеем уравнение

 
( ) ( )2 2

1 1 1 1 2,x x+ + + + − =
 

1 1 1 1 2.x x+ + + + − =
 



28	         Лекция 6

Данное уравнение равносильно совокупности двух систем:

 
1 1 0,

2 1 2

x

x

 + − ≥


+ =
 или 

1 1 0,

1 1 1 1 2.

x

x x

 + − <


+ + + − + =
 

Решением первой системы будет 0, решением второй системы — 
все числа, удовлетворяющие неравенству –1 ≤ x < 0.

Ответ: [–1; 0].

10. Решить уравнение 
3 3

1 1 2.x x+ + − =
Решение. Возведем уравнение в куб, воспользовавшись формулой 

(a + b)3 = a3 + b3 + 3ab(a + b):

( )3 3 3 3
1 1 3 1 1 1 1 8.x x x x x x+ + − + + ⋅ − ⋅ + + − =  

Учитывая, что 
3 3

1 1 2,x x+ + − =  получим уравнение 32 6 1 8,x+ − =  
откуда х = 0. 

Ответ: 0.

Тренировочные упражнения

Базовый уровень
1. Найдите корни уравнения

 2 5 1 4.x x x− + = −
Решите уравнение (2–8). Если оно имеет более одного корня, то 

в ответе запишите сумму корней уравнения.

2.  24 5 2 2.x x+ − =

3. 
3 2 14 16 4.x x+ − = −

4.  2 4 1 1 .x x x− + + = −

5.  12 .x x− = −

6.  2( 1) 2 2 2.x x x x+ + − = +

7.  5 1.x x+ − =

8.  3 5 .x x+ − =

Повышенный уровень
Решите уравнение (9–13). Если уравнение имеет более одного 

корня, то в ответе запишите наименьший корень уравнения.
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9.  3 2 2 5 5.x x− + + =

10.  4 3 2 6 3 2 .x x− − + = −

11. 
55 3 2.x x x− =

12.  2 24 6 8 12.x x x x− + = − +

13.  24 12 1 27(1 ).x x x x+ + = +

Тренировочный тест № 8.1

Ответом на задания В1–В12 должно быть целое число или 
число, записанное в виде десятичной дроби.

В1. Решите уравнение 
6

1.x
x

− =

В2. Решите уравнение 22 20 .x x x− − = −

В3. Решите уравнение 22 2 1.x x− = +

В4. Решите уравнение 
22 1 36.x x− − = −

В5. Решите уравнение 
2 6

.
42

x
xx

+=
+−

В6. Найдите произведение корней уравнения

 2( 1) 6 17 3 3.x x x x+ − + = +
В7. Найдите корни уравнения

 2 1 3 2.x x− + + =

В8. Решите уравнение 1 2 6 3.x x x− ⋅ + = +
В9. Найдите произведение корней уравнения

 2 232 2 32 3.x x+ − + =
В10. Найдите наименьший корень уравнения

 2 23 15 2 5 1 2.x x x x+ + + + =
В11. Найдите сумму целых корней уравнения

 240 14 2( 4) .x x x x− + = −
В12. Решите уравнение

 
3 4

(3 4) 4 4 0.
x

x x x
x
++ + + =

Ответы: В1. 9.  В2. –4.  В3. 3.  В4. –7.  В5. –2.  В6. –8.  В7. 1.  В8. 5.   
В9. –49.  В10. –5.  В11. 29.  В12. –2.
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Тренировочный тест № 8.2

Ответом на задания В1–В11 должно быть целое число или 
число, записанное в виде десятичной дроби.

В1. Решите уравнение 6 .x x− =

В2. Решите уравнение 1 7 .x x= + −

В3. Решите уравнение 21 1 24 .x x x+ + − =

В4. Решите уравнение 3 1 1 2.x x+ = − +  

В5. Решите уравнение 3 7 1 2.x x+ − + =

В6. Решите уравнение 4 2 2 3 1.x x− − − =

В7. Решите уравнение 4 5 5 30.x x− + − =

В8. Решите уравнение 2 2 20 22.x x+ + =

В9. Решите уравнение 3 310 2 3 0.x x+ − + =

В10. Решите уравнение 3 35 7 5 12 1.x x+ − − =

В11. Решите уравнение 3 3 32 3 2 1.x x x− + + = +

Ответы: В1. 2.  В2. 3.  В3. 7.  В4. 1; 5.  В5. –1; 3.  В6. 1,5.  В7. 630. 
В8. –4; 4.  В9. –2.  В10. –3; 4.  В11. –3; –0,5; 2.

Итоговый тест

Ответом на задания В1–В12 должно быть целое число или 
число, записанное в виде десятичной дроби.

В1. Найдите произведение корней уравнения

 2 5 36 6.x x− + =
В2. Найдите отрицательные корни уравнения

 
8 23 2 1.x− =

В3. Решите уравнение 3 5 .x x− = −

В4. Найдите корни уравнения 3 63 2 .x x− =

В5. Решите уравнение 2 3 5.x x+ − =
В6. Найдите наибольший корень уравнения

 2 24 5 2.x x+ = −
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В7. Найдите корни уравнения

 21 2 3.x x x− = + −
В8. Решите уравнение

 11 2 3 6.x x− + =
В9. Найдите сумму корней уравнения

 2 4 6 .x x x− + − = −
В10. Решите уравнение

 2 2 24 5 4 13 4 .x x x x x x− + + − + = − +
В11. Решите уравнение

 3 37 2 1.x x− = − +
В12. Найдите наименьший положительный корень уравнения

 2 26 9 4 12 9.x x x x x− + + = − +

Ответы: В1. 0.  В2. –1.  В3. 4.  В4. 729.  В5. 4.  В6. 11.   В7. –4.   
В8. 1.  В9. 6,4.  В10. 2.  В11. 7.  В12. 0.

9. Иррациональные неравенства

Решение иррациональных неравенств не входит в стандарт сред-
него (полного) общего образования по математике базового уровня, 
для профильного уровня эта тема также не является обязательной. 
Тем не менее желательно, чтобы выпускники имели представление 
о решении иррациональных неравенств. Поэтому им следует пока-
зать решение и «через систему неравенств», и применение метода 
интервалов.

Краткие теоретические сведения

Неравенство 2 ( ) ( )n f x g x>  равносильно совокупности двух сис-
тем: 

( ) 0,
( ) 0

g x
f x

<
 ≥

 или ( )2

( ) 0,

( ) ( ) .n

g x

f x g x

≥


>
Неравенство 2 ( ) ( )n f x g x<  равносильно системе неравенств

 

( )2

( ) 0,

( ) ( ) ,
( ) 0.

n

g x

f x g x
f x

>


<
 ≥
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Алгоритм решения неравенства 2 ( ) ( )n f x g x>  методом интер-
валов:

1) найти область определения функции

 2 ( ) ( );ny f x g x= −

2) решить уравнение 2 ( ) ( );n f x g x=
3) отметить на координатной прямой область определения функ-

ции, корни уравнения (нули функции) и определить знак выражения 
2 ( ) ( )n f x g x−  на каждом из полученных интервалов.

Для решения неравенства 2 1 ( ) ( )n f x g x+ <  нужно обе части возвес-
ти в степень 2n + 1, при этом получится равносильное неравенство  
f(x) < (g(x))2n + 1. 

Примеры с решениями

1. Решить неравенство 8 3 5.x − >
Решение. Так как обе части неравенства неотрицательны, то это 

неравенство равносильно неравенству 8x – 3 > 25, или х > 3,5.
Ответ: (3,5; +∞).

2. Решить неравенство 2 4 3.x− <
Решение. Поскольку обе части неравенства неотрицательны и 

подкоренное выражение должно быть неотрицательным, значит, 
данное неравенство равносильно системе:

 
2 4 9,
2 4 0,

x
x

− <
 − ≥

 
1,75,

0,5,
x
x

> −
 ≤

 –1,75 < x ≤ 0,5.

Ответ: (–1,75; 0,5].

3. Решить неравенство 5 8 2 3 .x x+ < −
Решение. Данное неравенство равносильно системе:

 

5 8 2 3 ,
5 8 0,

x x
x

+ < −
 + ≥  

0,75,
1,6.

x
x

< −
 ≥ −

Ответ: [–1,6; –0,75).

4. Решить неравенство 2 5 4 3.x x x− + < −
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Решение. Данное неравенство равносильно системе:

 

2 2

2

3 0,

5 4 ( 3) ,

5 4 0,

x

x x x

x x

 − >


− + < −
 − + ≥

 

3,
5,

1
4.

x
x

x
x




>
 <
 ≤ ≥

Ответ: [4; 5).

5. Решить неравенство

 2 2 1.x x x− − > −
Решение. Данное неравенство равносильно совокупности двух 

систем:

 2

1 0,

2 0

x

x x

− <
 − − ≥

 или 2 2

1 0,

2 ( 2) .

x

x x x

− ≥
 − − > −

 

Решим первую систему: 

1,

1
2;

x

x
x

<
 ≤ −

 ≥

 x ≤ –1. 

Решим вторую систему: 
1,
2.

x
x

≥
 >

 

Тогда решение исходного неравенства: (–∞; –1] c (2; +∞).
Ответ: (–∞; –1] c (2; +∞).

6. Решить неравенство

 
2( 2) 4 3

0.
4

x x x
x

+ + + ≥
+

Решение. Решим данное неравенство методом интервалов. Рас-
смотрим функцию

 

2( 2) 4 3
( ) .

4
x x x

f x
x

+ + +=
+  

Найдем область определения функции: 
2 4 3 0,

4 0.
x x
x

 + + ≥
 + ≠  

D(f) = (–∞; –4) c (–4; –3] c [–1; +∞). 
Найдем нули функции: f(x) = 0 при х = –3 и х = –1. 
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Далее имеем: x ∈ (–∞; –4) c {–3} c [–1; +∞).

+ – +

Ответ: х < –4, x = –3, x ≥ –1.

7. Решить неравенство 2 1 3 3.x x− + + <
Решение. Решим данное неравенство методом интервалов. Рас-

смотрим функцию

 ( ) 2 1 3 3.f x x x= − + + −  

1
( ) ; .

2
D f  = + ∞  

 Так как функция

( ) 2 1 3 3f x x x= − + + −  

является возрастающей на множестве 
1

; ,
2

 +∞  
 то уравнение f(x) = 0 

имеет не более одного решения. Легко видеть, что х = 1 является 
корнем уравнения. Далее имеем: 

Ответ: 
1

; 1 .
2

 
 

8. Решить неравенство 
2 23 5 7 3 5 2 1.x x x x+ + − + + >

Решение. Пусть 3x2 + 5x + 2 = t, t ≥ 0. Тогда

 5 1,t t+ − >  5 1 .t t+ > +  
Это неравенство равносильно системе:

 
5 1 2 ,
0,

t t t
t

 + > + +
 ≥

 
2,

0,
t

t

 <
 ≥

 0 ≤ t < 4. 

Теперь перейдем к системе:

 

2

2

3 5 2 4,

3 5 2 0,

x x

x x

 + + <


+ + ≥
 

1
2 ,

3
1
2

.
3

x

x

x

− < <


≤ −

 ≥ −

Ответ: 
2 1

( 2; 1] ; .
3 3

 − − −  

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Тренировочные упражнения

1. Найдите число целых решений неравенства

 2 3.x − ≤
2. Найдите наибольшее целое решение неравенства

 5 2.x− >
3. Найдите количество целых чисел, которые не являются реше-

нием неравенства
 2 6 5 1.x x− + > −

4. Найдите сумму целых решений неравенства

 2 6 .x x+ > −
5. Найдите количество целых решений неравенства

 4 3 0.x x− + <
6. Найдите сумму целых решений неравенства

 2( 2) 16 0.x x− − ≥
7. Найдите количество целых решений неравенства

 9 3.x x+ > −
8. Решите неравенство

 2 3.
2 2

x x
x x

− ≥
− −

9. Найдите количество целых решений неравенства
 2 7 5 .x x x+ > + −

Тренировочный тест № 9.1

При выполнении заданий А1–А5 обведите кружком номер пра-
вильного ответа.

А1. Найдите наименьшее решение неравенства 

5 2.x − ≥ −
1. –2.	 2. 0. 	       3. 5.4.     Другой ответ.

А2. Найдите наименьшее решение неравенства

 5 5.x + ≥

1. –5	 2. 0	       3. 5.     4. 5.
А3. Найдите количество целых решений неравенства

 12,5 12,5.x− <
1. 13.    	 2. 12.    	     3. 11.    4. Другой ответ.
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А4. Найдите количество целых решений неравенства

 2( 1) 1.x − <
1. 1.    	 2. 2.    	      3. 3.       4. 4.

А5. Найдите наименьшее целое решение неравенства

 12,5 12,5.x− <
1. –1.    	 2. –2.         3. 5.      4. 6.

Ответом на задания В6–В9 должно быть целое число или число, 
записанное в виде десятичной дроби.

В6. Найдите сумму целых решений неравенства

 2 5 2.x x− + − ≥ −
В7. Найдите сумму наибольшего отрицательного и наименьшего 

положительного решений неравенства

 2 2( 3 10) 2 5 2 0.x x x x+ − + + ≥
В8. Найдите наименьшее решение неравенства

 2 1 2 1 1,5.x x x x+ − + − − >
В9. Найдите количество целых решений неравенства

 3 3.x x− + <
Ответы: А1. 3.  А2. 2.  А3. 2.  А4. 1.  А5. 4.  В6. 14.  В7. –3.  В8. 1. 

В9. 0.

Итоговый тест

При выполнении заданий А1–А5 обведите кружком номер пра-
вильного ответа.

А1. Найдите наименьшее целое решение неравенства

 2 24 2 .x x x− < −
1) –2    	 2) 2    		  3) 0    	             4) –3

А2. Найдите наименьшее целое решение неравенства

 .x x≤
1) 1    	 2) 2    	              3) 0                      4) другой ответ

А3. Найдите сумму решений неравенства

 2 4 3 0.x x− + ≤
1) 1    	 2) 2    		  3) 3    	            4) 4
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А4. Найдите сумму целых чисел которые не являются решением 
неравенства

 2 2 8 0.x x− − >
1) 7   	  2) 6    		  3) 5    		  4) 4

А5. Найдите количество целых решений неравенства

 6 .x x+ < −
1) 7    	 2) 6   	  	 3) 5    		  4) 4

Ответом на задания В6, В7 должно быть целое число или число, 
записанное в виде десятичной дроби.

В6. Найдите наименьшее решение неравенства

 2 4 2.x x x− < −
В7. Найдите число целых решений неравенства

 1 3
0.

2 1 5
x
x
+ − ≤
+ −

Ответы: А1. 4.  А2. 1.  А3. 4.  А4. 1.  А5. 4.  В6. 4.  В7. 3.



Лекция 7
Решение показательных и логарифмических 

уравнений и неравенств

10. Показательные уравнения

Показательные уравнения и неравенства всегда были в экзаме-
национном материале выпускных и вступительных экзаменов. И в 
современных контрольно- измерительных материалах ЕГЭ по ма-
тематике эти задания есть. 

Простейшие показательные уравнения должны решать все выпус-
кники. Тем не менее в разные годы решаемость заданий этой темы в 
ЕГЭ была таковой: 66–91% в 2004 году, 69–73% в 2007 году. 

Самая большая трудность для одиннадцатиклассников — это 
«увидеть» степень числа. Если число 25 они легко записывают как 52, 
то число 125 уже вызывает затруднение, а 216 — представляет непре-
одолимую трудность. Трудно выпускникам записать в виде степени с 

рациональным показателем, например, такие числа: 3, 1
.

36
 Поэтому 

начинать повторение целесообразно с записи чисел в виде степени с 
рациональным показателем.

Большое количество ошибок в записи степеней числа 2. Сбои 
происходят уже на числе 16. Не все получают 24, чаще всего 23. 
Ошибка кроется в неправильном прочтении натуральной степени, 
верное определение обычно проговаривается редко (показатель 
степени показывает количество одинаковых множителей). Поэтому 
ошибка «16 = 23» комментируется обычно так: 2 нужно умножить на  
2 трижды. Лучше предупредить эту ошибку (пусть хоть в 11-м клас-
се!), записав: 16 = 2ж2ж2ж2 = 24. Повторение всех основных свойств 
степени полезно сопровождать числовыми иллюстрациями.

Как показывает практика, трудность возникает не столько при 
решении простейших показательных уравнений, сколько при реше-
нии уравнений, в которых требуется сделать замену переменной.

Краткие теоретические сведения

Свойства степени

amжan = am + n;  ;
m

m n
n

a
a

a
−=   (am)n = amn;  

ambm = (ab)m;  ;
mm

m

a a
b b

 =   
  1

;n
n a

a
−=   .

n
m n ma a=
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Примеры с решениями

При решении показательных уравнений используются следую-
щие методы.

Сведение уравнения к виду af(x) = ag(x) 
1. Решить уравнение 22x – 4 = 64.
Решение. Учитывая, что 64 = 26, приведем уравнение к виду 22x – 4 = 26. 

Это уравнение равносильно уравнению 2x – 4 = 6, откуда x = 5.
Ответ: 5.

2. Решить уравнение 
2 3 8 35 0,2 .x x x− −=

Решение. Так как 11
0,2 5 ,

5
−= =  преобразуем уравнение к виду 

2 3 3 85 5 .x x x− −=  Полученное уравнение равносильно уравнению x2 – 3x  = 
= 3x – 8. Далее имеем: x2 – 6x + 8 = 0, откуда х = 2 или  х = 4.

Ответ: 2; 4.

3. Указать промежуток, которому принадлежит корень уравне-
ния

 
2 51

3 .
3

x
x

−
  =  

1. (–3; –1).      2. (0; 1).      3. (1; 3).       4. (–1; 0).
Решение. Представим обе части уравнения в виде степени с осно-

ванием 3: 5 2 23 3 .
x

x− =  Полученное уравнение равносильно уравнению 

5 2 ,
2
x

x− =  решив его получим x = 2. Так как 2 ∈ (1; 3), то верный 

ответ под номером 3.
Ответ: 3.

Метод введения новой переменной
4. Решить уравнение 4x = 2ж2x – 24 = 0.
Решение. Заметим, что 4x = (22)x = 22x, и запишем уравнение в 

виде: 22x + 2x – 24 = 0. Введем новую переменную t, где t = 2x. Тогда 
уравнение примет вид: t2 + 2t – 24 = 0. Решив это уравнение, полу-
чим: t1 = 4, t2 = –6. Но t = 2x, значит, 2x = 4 или 2x = –6. Из первого 
уравнения находим, что x = 2, а второе уравнение решений не имеет, 
так как 2x > 0 при любых значениях x.

Ответ: 2.
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5. Найти рациональный корень уравнения 
5ж52x – 13ж15x + 6ж32x = 0.

Решение. Данное уравнение является однородным показатель-
ным уравнением. Поэтому применим прием, характерный для 
решения однородных уравнений: разделим обе части уравнения 
в данном случае на 32x. Получим равносильное ему уравнение: 

25 5
5 13 6 0.

3 3

x x
   ⋅ − ⋅ + =      

 Введем новую переменную y, где 5
,

3

x

y  =   
 

получим квадратное уравнение 5y2 – 13y + 6 = 0, решив кото-

рое, найдем 1

3
,

5
y =  y2 = 2. Так как 3

,
5

y =  то имеем: 5 3
3 5

x
  =  

 или 

5
2.

3

x
  =  

 Решив первое уравнение, получим  x = –1. Решение 

второго уравнения по определению логарифма можно записать 

в виде 5
3

log 2.x =  Это число рациональным не является, поэтому 

поставленному в задаче условию не удовлетворяет.
Ответ: –1.

6. При каких значениях p уравнение 
3ж32x + pж3x + p – 3 = 0 

имеет один корень?
Решение. Пусть 3x = t, где t > 0. Тогда данное уравнение сводится 

к квадратному уравнению 
3t2 + pt + p – 3 = 0.

Уравнение 3ж32x + pж3x + p – 3 = 0 имеет один корень в двух 
случаях:

а) если квадратное уравнение 3t2 + pt + p – 3 = 0 имеет один ко-
рень, этот корень положительный;

б) если квадратное уравнение 3t2 + pt + p – 3 = 0 имеет два корня, 
эти корни имеют разные знаки.

Рассмотрим каждый из указанных случаев.
1. Уравнение 3t2 + pt + p – 3 = 0 имеет один корень, если D = 0. 

D = p2 – 12(p – 3) = p2 – 12p + 36 = (p – 6)2; 
D = 0 при p = 6.

Проверим, выполняется ли при этом условие t > 0. Подставив 
найденное значение p в квадратное уравнение, получим: 

3t2 + 6t + 3 = 0, t2 + 2t + 1 = 0, (t + 1)2 = 0, t = –1. 
Условие не выполняется, значит, при p = 6 показательное урав-

нение 3ж32x + pж3x + p – 3 = 0 корней не имеет.
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2. При p ≠ 6  D > 0, значит, квадратное уравнение 3t2 + pt + p – 3 = 
= 0 имеет два корня. Нам нужно, чтобы корни были разных знаков, 

то есть по теореме Виета 1 2

3
0,

3
p

t t
−= <  откуда p < 3.

Ответ: при p < 3 уравнение 3ж32x + pж3x + p – 3 = 0 имеет один 
корень.

Тренировочные упражнения

Решите уравнение (1–25).

1. 25x – 4 = 32.	            2. 4 9 1
7 .

49
x+ =

3. 
5 71 1

.
2 8

x−
  =  

	            4. 
3 5

1
2 2.

2

x−
  =  

5. 
2 6 61

9.
3

x x− +
  =  

	            6. 
2 5 65 1.x x− + =

7. 
2

1
2 3 1

6 .
36

x
x x

+
+  =   

	            8. 
2 1

4 31
25 .

125

x
x

+
−  =  

9.  ( )2 2
3 18 43 3 .

x
x x

+− + =         10. ( )4 1
3 27 .

x
x

+
=

11. 52x = 3.		             12. 2x – 4 = 5. 

13. 
51

2.
3

x−
  =  

	            14. 3x + 2 – 3x = 216. 

15. 2x + 5 – 3 = 2x + 3.	            16. 3 2 1 31
5 5 5 .

25
x x x+ + ++ + =

17. 22x – 3 + 22x + 2 = 132.     18. 52x – 4ж5x – 5 = 0. 
19. 4x – 2ж2x = 48. 	            20. 9x – 3x + 1 = 54. 
21. 5x + 5ж5–x – 6 = 0.        22. 3x – 31 – x = 2. 
23. 22x + 1 – 17ж2x + 8 = 0.
24. 2ж52x – 7ж10x + 5ж22x = 0. 
25. 36ж16x – 91ж12x + 48ж9x = 0.	

Тренировочный тест № 10.1
Отметьте номер правильного ответа в заданиях А1–А4.

А1. Решите уравнение 5(0,5) 16 2.x− =
1. –0,5.    	2. –9,5.          3. 0,5.              4. 9,5.

А2. Найдите корень уравнения 6x – 4 = 216–x.
1. 1.    	 2. 2.    	           3. –1.                4. –2.
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А3. Укажите промежуток, которому принадлежит корень урав-

нения 
5 1 51 1

36.
3 3

x x−
   + =      

1. (0; 1).	 2. (–1; 0).         3. (–3; –2).       4. (2; 3).
А4. Найдите корень уравнения 

32x – 6ж3x – 27 = 0.
1. 9.    	 2. 2.    	            3. 3.    	        4. –1.

Ответом в заданиях В1–В6 должно быть целое число или число, 
записанное в виде десятичной дроби.

В1. Решите уравнение 
5ж32x + 7ж15x – 6ж52x = 0.

В2. Найдите наибольший корень уравнения

 
2

1 3
5 5 2 1

6 .
6

x
x x

−
− +  =   

В3. Найдите наименьший корень уравнения

 ( )
24 9 14 33 3 .

x x
x

+ −
=

В4. Найдите сумму корней уравнения
 72x – 50ж7x + 49 = 0.

В5. Найдите сумму корней уравнения 
52x + 1 – 26ж5x + 5 = 0.

В6. При каких значениях параметра p уравнение 4x + 1 + pж2x + p + 
+ 5 = 0 имеет один корень?

Ответы: А1. 4.  А2. 1.  А3. 2.  А4. 2.  В1. 1.  В2. 1.  В3. –0,25.  В4. 2.   
В5. 0.  В6. –4.

11. Показательные неравенства

Все «классические» ошибки, допускаемые выпускниками при 
решении показательных уравнений, присутствуют и при решении 
показательных неравенств. Специфической является ошибка при 
решении простейшего показательного неравенства с положительным 
основанием, меньшим единицы. 

Ошибки при решении неравенств во многом спровоцированы 
«быстрым» изучением темы «Решение показательных уравнений 
и неравенств». Очень часто учителя, экономя учебное время, прак-
тически сразу формулируют схемы решения: показательное нера-
венство af(x) > ag(x) равносильно неравенству f(x) > g(x), если a > 1, 
или неравенству f(x) < g(x), если 0 < a < 1.
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Главное, запомнить — при каком основании «перевернуть» 
знак неравенства, а это плохо запоминается. Многие выпускники 
помнят, что нужно переворачивать, а вот где — путаются. При-
ходилось видеть работы выпускников, в которых всегда «пере-
ворачивался» знак «меньше», не зависимо от основания. Чтобы 
не было такой неразберихи, нужно как можно чаще обращаться 
к графикам функций. 

Сильным ученикам можно показать (желательно и доказать) 
«быстрые способы» решения показательных неравенств: выражения 
af(x) – ag(x) и (a – 1)(f(x) – g(x)) при одних и тех же допустимых значе-
ниях x принимают значения одного и того же знака.

Примеры с решениями

1. Решить неравенство 32x – 8 < 243.
Решение. Так как 243 = 35, то неравенство можно записать в виде 

32x – 8 < 35. Основание 3 больше 1, следовательно, данное неравенство 
равносильно неравенству 2x – 8 < 5, откуда находим, что x < 6,5.

Ответ: (–∞; 6,5).

2. Указать наибольшее целое число, удовлетворяющее неравен
ству 0,42x + 6 > 0,4x – 1. 

Решение. Основание 0,4 ∈ (0; 1); следовательно, данное неравен
ство 0,42x + 6 > 0,4x – 1 равносильно неравенству 2x + 6 < x – 1, откуда 
находим, что x < –7. Наибольшее целое число, удовлетворяющее 
этому неравенству, равно –8.

Ответ: –8.

3. Решить неравенство 22x + 1 – 5ж2x + 2 ≤ 0, в ответе указать длину 
полученного промежутка.

Решение. Используя свойства степени, данное неравенство мож-
но преобразовать к виду 2ж22x – 5ж2x + 2 ≤ 0. Применим метод вве-
дения новой переменной. Обозначив 2x = t, получим неравенство 

2t2 – 5t + 2 ≤ 0. Найдем корни квадратного трехчлена:  1

1
,

2
t =  t = 2. 

Решим неравенство

 
1

2 ( 2) 0.
2

t t − − ≤    
Его решением является множество значений t, удовлетворяющих 

условию 1
2.

2
t≤ ≤  
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Вернемся к исходной переменной, получим: 
1

2 2,
2

x≤ ≤  2–1 ≤ 2x ≤ 2, –1 ≤ x ≤ 1. 

Длина отрезка [–1; 1] равна 2.
Ответ: 2.

Тренировочные упражнения

Решите неравенство (1–15).

1. 74x – 1 < 49.		  2. 7,5 1
9 .

81
x− ≤

3. 
5 157

1.
18

x+
  ≤  

		  4. 0,251 – 4x ≤ 64.

5. 
3 41

1 0.
3

x−
  − >  

		  6. π3x + 15 > 1.

7. 32125 5.x+ > 		  8. 49ж7x > 73x + 1.

9. 6x + 6x – 1 ≤ 42.		  10. 2 5
5 150.

5

x
x− + ≤

11. 0,5 < 21 – 2x < 128.	 12. 
31 1

27.
9 3

x−
 < <  13. 3ж2x + 1 + 2x + 3 > 56.	

14. 4x – 3 + 0,25ж0,5–2x > 34.

15. 
2 5 50,2 5.x x+ + <

16. Решите неравенство 83x – 5 > 0,5 и найдите наименьшее целое 
число, которое является его решением.

17. Решите неравенство 52x + 1 + 25x + 1 ≤ 6 и найдите его наибольшее 
целое решение.

18. Найдите наибольшее целое число, которое не является реше-

нием неравенства 
241 1

.
9 3

x x− −
   >      

 

19. Решите неравенство 
2 25 5 5 67 7 8x x x x− − − −+ ≤  и найдите его на-

именьшее решение.
20. Сколько целых чисел является решением неравенства 

4ж4x – 33ж2x + 8 < 0? 
21. Решите неравенство 6x + 61 – x ≤ 7, в ответе укажите длину 

полученного промежутка.
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Решите неравенство (22–25).

22. 32x – 12ж3x + 27 > 0.	          23. 
3 6

428 1.
x

x
−

+ ≤

24. 43x + 20ж0,52 – 3x > 36. 	          25. 
3 1
2 53 3

.
7 7

x
x

−
+  <  

Тренировочный тест № 11.1
Отметьте номер правильного ответа в заданиях А1–А6.

А1. Решите неравенство 1
2 .

16
x <

1. (–∞; 4).		  2. (–∞; 8).    
3. (–∞; –4).		  4. (4; +∞).

А2. Решите неравенство 
3 4 53 25

.
5 9

x x− −
   <      

1. (–1; +∞). 		  2. (–6; +∞).    
3. (–∞; 9).		  4. (–∞; –6).

А3. Решите неравенство 
22 315 225.x x+ ≤

1. (–0,5; 2).		  2. [–0,5; 2].    
3. [–2; 0,5].		                     4. (–∞; –0,5] c [2; +∞).

А4. Решите неравенство 3 1 8
3 3 .

3
x x+ +− <

1. (–2; +∞).     		  2. (–∞; 1).  
3. (–1; +∞).    		  4. (–∞; –2).

А5. Решите неравенство

 

21 1
8 7 0.

7 7

x x
   − ⋅ + ≤      

1. [1; 7].   			  2. [0; 1].    
3. (–∞; –1] c [0; +∞).    	 4. [–1; 0].

А6. Решите неравенство 

2 6
3 52 9

.
3 4

x
x

−
+  ≥  

1. 
3 1

; .
5 2

 − −  
                       2. 

5 1
; ; .

3 2
   −∞ − − + ∞      

      

3. 
5 1

; .
3 2

 − −  
                       4. 3 1

; ; .
5 2

   −∞ − − + ∞     
  
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Ответом в заданиях В1–В6 должно быть целое число или число, 
записанное в виде десятичной дроби.

В1. Сколько натуральных чисел являются решением неравенства 
23x – 5 ≤ 64?

В2. Найдите наибольшее целочисленное решение неравенства 
2 35 4

.
2 25

x+
  <  

В3. Найдите наименьшее целочисленное решение неравенства 
0,2x + 0,2x + 1 ≤ 0,24.

В4. Сколько целочисленных решений имеет неравенство 
22 31 1

?
9 81

x x−
  >  

В5. Решите неравенство 32x – 4ж3x + 3 ≤ 0, в ответе укажите длину 
полученного промежутка.

В6. Найдите длину промежутка, являющегося решением системы 

неравенств 
2 1

2 3

0,1 0,01,

4 16.

x

x

+

+

 ≥


≥
Ответы: А1. 3.  А2. 2.  А3. 3.  А4. 4.  А5. 4.  А6. 3.  В1. 3.   

В2. –3.  В3. 1.  В4. 2.  В5. 1.  В6. 1,5.

Итоговый тест

Отметьте номер правильного ответа в заданиях А1–А7.

А1. Укажите промежуток, которому принадлежит корень урав-

нения 7(0,2) 5 5.x− =
1) (–9; –8)     2) (5; 6)    3) (8; 9)     4) (–6; –5)

А2. Найдите корень уравнения 2x + 4 = 163 – 2x.

1)  8
.

9
     	    2) 9

.
8

             3) –1                      4) 8
.

3
 

А3. Найдите корень уравнения 
1,86x – 2 + 1,86x – 1 = 2,8.

1) –4              2) 1
.

3
             3) –3                     4) 0,5

А4. Найдите корни уравнения 
8ж0,52x + 31ж0,5x – 4 = 0.

1) 0,5               2) 3                3) –6                 4) 4
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А5. Укажите наибольшее целое число, которое не является реше-

нием неравенства 
3 4

5 1
49 .

7

x+
 >   

1) –1                2) –5            3) –3                    4) –4

А6. Решите неравенство 
2 9

0,6 .
25

x x− >

1) (–1; 2)                             2) (–∞; –1) c (2; +∞)    
3) (–2; 1)                             4) (–∞; –2) c (1; +∞)

А7. Решите неравенство 
4 12

27 5
1 .

12 7

x
x

−
−  ≥  

1) [2; 2,8]		            2) (–∞; 2) c (2,8; +∞)    
3) (–∞; 2) c [2,8; +∞)    4) (2; 2,8]

Ответом в заданиях В1–В3 должно быть целое число или число, 
записанное в виде десятичной дроби.

В1. Решите уравнение 
14ж22x – 45ж14x – 14ж72x = 0.

В2. Сколько целочисленных решений имеет неравенство 
2 2 6(0,2) 125?x x− − ≥

В3. Найдите длину промежутка, являющегося решением нера-

венства ( ) 1
2 64 27 0.

3

x
x

  − − ≥     

Ответы: А1. 3.  А2. 1.  А3. 2.  А4. 2.  А5. 2.  А6. 1.  А7. 4.  В1. –1. 
  В2. 5.  В3. 9.

12. Логарифмические уравнения

Простейшие логарифмические уравнения должны решать все 
выпускники. Тем не менее в разные годы решаемость заданий этой 
темы в ЕГЭ была таковой: 58–93% в 2004 году, 71,8% в 2007 году. 
Чаще всего при решении логарифмических уравнений у выпускни-
ков возникают проблемы, связанные не столько с самими уравне-
ниями, сколько со страхом перед логарифмами. 

Обычно одиннадцатиклассники от логарифмического уравнения 
переходят к уравнению-следствию, а вот проверку забывают сде-
лать — в этом и заключается самая распространенная ошибка.
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Есть еще одна весьма популярная ошибка, связана она с тем, что у 
части учащихся не сформировано понятие «логарифм». Фразу «лога-
рифм не определен для отрицательного числа» многие трактуют так: 
корнем логарифмического уравнения не может быть отрицательное 
число. При повторении этого материала обязательно нужно все слова 
расставить по своим местам.

В рассмотренных ниже примерах мы использовали разные спо-
собы решения: переход к равносильной системе, проверка корней 
в конце решения, нахождение области определения уравнения с 
последующей проверкой соответствия найденных корней области 
определения. В каждой конкретной ситуации выпускник вправе 
выбрать для решения любой из способов.

Уравнение loga f(x) = loga g(x) равносильно системе 
( ) 0,
( ) 0,
( ) ( ).

f x
g x
f x g x

 >
 >
 =

 

Система содержит избыточное условие — одно из неравенств 
можно не рассматривать.

Примеры с решениями

1. Решить уравнение log4 (7x + 8) = 3. 
Решение. По определению логарифма данное уравнение равно-

сильно уравнению 7x + 8 = 43, откуда x = 8. Так как 7x + 8 = 43, а 
43 > 0, то автоматически 7x + 8 > 0, поэтому это условие в данном 
случае отдельно записывать не надо.

Ответ: 8.

2. Решить уравнение lg (5x – 9) = lg (3x + 1).
Решение. Уравнение lg (5x – 9) = lg (3x + 1) равносильно системе:

5 9 3 1,
5 9 0,
3 1 0

x x
x
x

 − = +
 − >
 + >

 ⇔ 
5,
1,8

x
x

=
 >

 ⇔ x = 5.

Ответ: 5.

3. Решить уравнение 
log7 (x2 – 4x – 7) = log7 (5 – 3x).

Решение. 1. Потенцируя данное уравнение log7 (x2 – 4x – 7) =  
=log7 (5 – 3x), получим уравнение x2 – 4x – 7 = 5 – 3x. Решим его: 

x2 – x – 12 = 0, x1 = 4, x2 = –3.
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2. Проверим, удовлетворяют ли найденные значения x условиям 
x2 – 4x – 7 > 0 и 5 – 3x > 0: 

x = 4, 42 – 16 – 7 > 0 — неверно, значит, x = 4 не является корнем 
данного уравнения;

x = –3, (–3)2 + 12 – 7 > 0 — верно, 5 + 9 > 0 — тоже верно, значит, 
значение x = –3 — корень уравнения.

(Проверку, конечно же, надо проводить, начиная с более про-
стого условия, с линейного неравенства. Второе условие можно и 
не проверять.)

Ответ: –3.

4. Решить уравнение 
lg (x + 3) + lg (x – 3) = lg (2x – 1).

Решение. 1. Найдем область определения уравнения: 

3 0,
3 0,

2 1 0

x
x

x

 + >
 − >
 − >

 ⇔ 
3,

3,
0,5

x
x
x

 > −
 >
 >

 ⇔ x > 3. 

2. Используя свойство суммы логарифмов, преобразуем левую 
часть уравнения 

lg (x + 3) + lg (x – 3) = lg (2x – 1), 
lg (x + 3)(x – 3) = lg (2x – 1), 

lg (x2 – 9) = lg (2x – 1).
3. Решим уравнение lg (x2 – 9) = lg (2x – 1) методом потенциро-

вания: 
x2 – 9 = 2x – 1, x2 – 2x – 8 = 0, 

x1 = 4, x2 = –2.
4. x = –2 не удовлетворяет области определения данного уравне-

ния, поэтому корнем уравнения не является.
Ответ: 4.

5. Решить уравнение

 2
27 273log 5log 2 0.x x+ − =

Решение. 1. Данное уравнение можно свести к квадратному, если 
применить метод введения новой переменной. Пусть log27 x = y, тогда 

уравнение 2
27 273log 5log 2 0x x+ − =  примет вид 

3y2 + 5y – 2 = 0. 

Решив его, получим: 1

1
,

3
y =  y2 = –2.
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2. Так как y = log27 x, то 27

1
log

3
x =  или log27 x = –2. Решив полу-

ченные простейшие логарифмические уравнения, находим:

 3
1 27,x =  x1 = 3, x2 = 27–2, 2

1
.

729
x =  

Ответ: 3; 1
.

729

6. Решить уравнение 
x3 + lg x = 10 000.

Решение. 1. Прологарифмируем обе части уравнения по основа-
нию 10. Получим: lg x3 + lg x = lg 10 000. Преобразуем это уравнение, 
воспользовавшись свойством логарифма степени: 

(3 + lg x) lg x = lg 10 000. 
Раскроем скобки и вычислим lg 10 000: 

3lg x + lg2 x = 4.
2. Полученное уравнение, решим методом введения новой пере-

менной. 
Пусть lg x = y, тогда уравнение lg2 x + 3lg x – 4 = 0 примает вид  

y2 + 3y – 4 = 0. Откуда y1 = –4, y2 = 1.
3. Выполнив обратную замену, получим:

lg x = –4, x1 = 0,0001; lg x = 1, x2 = 10.
Ответ: 0,0001; 10.

7. Решить уравнение 
log3 x – 2logx 3 + 1 = 0.

Решение. 1. Найдем область определения уравнения: x > 0, x ≠ 1.
2. Воспользуемся формулой перехода к новому основанию. Тогда 

данное уравнение примет вид

 3
3

2
log 1 0.

log
x

x
− + =

3. Пусть log3 x = y, тогда

2
1 0.y

y
− + =

 
 

2 2 0,
0,

y y
y

 + − =
 ≠

 y1 = –2, y2 = 1.

4. Получили, что 

log3 x = –2, 1

1
;

9
x =  log3 x = 1, x2 = 3.

Ответ: 1
;

9
 3.
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8. Решить уравнение log3 x = 4 – x.
Решение. Данное уравнение решим, используя функционально-

графический метод, который основывается на следующей теореме:
Если одна из функций y = f(x), y = g(x) возрастает, а другая убы-

вает на промежутке X, то уравнение f(x) = g(x) имеет не более одного 
корня на указанном промежутке X.

Если этот корень имеется, то его, как правило, можно угадать.
Итак, рассмотрим функции y = log3 x и y = 4 – x. Функция  

y = log3 x возрастает при x > 0, функция y = 4 – x убывает при всех 
значениях x, в том числе и при x > 0, значит, уравнение log3 x = 4 – x 
имеет не более одного корня. Легко увидеть, что при x = 3 уравнение 
обращается в верное равенство, так как log3 3 = 4 – 3, 1 = 1. Значит, 
x = 3 — единственный корень уравнения. 

Ответ: 3.

9. Указать промежуток, которому принадлежит корень уравнения 
3

2 2log 8 log 21.x x+ = −
1. (–10; –7).     		  2. (–7; –5).    
3. (–1; 0).    		  4. (0; 1).

Решение. 1. Преобразуем данное уравнение, применив свойства 
логарифмов: 

3log2 x + 4log2 x = –21, 7log2 x = –21, x = 2–3, 1
.

8
x =

2. Так как 1
(0; 1),

8
∈  то выбираем ответ 4.

Ответ: 4.

10. Найти сумму корней уравнения

 
3log 3 1

.
9

xx − =

Решение. Прологарифмируем обе части уравнения по основанию 3  
и, используя свойство логарифма степени, получим: 

(log3 x – 3) log3 x = –2, или 2
3 3log 3log 2 0.x x− + =  

Решим это уравнение методом введения новой переменной. Пусть 
log3 x = y, тогда уравнение примет вид y2 – 3y + 2 = 0. 

Решив его, получим: y1 = 2, y2 = 1. Значит, 
log3 x = 2, x1 = 9; log3 x = 1, x2 = 3; 

x1 + x2 = 9 + 3 = 12.
Ответ: 12.
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11. Пусть (x0; y0) — решение системы уравнений 0,2

2

log (4 2 ) 1,
log ( 2 ) 2.

x y
x y

− = −
 + =

 

Найти x0 + y0.

Решение. 0,2

2

log (4 2 ) 1,
log ( 2 ) 2,

x y
x y

− = −
 + =

 
4 2 5,

2 4,
x y

x y
− =

 + =
 

5 9,
2 4,

x
x y

=
 + =

 
1,8,
1,1.

x
y

=
 =

 

x0 + y0 = 1,8 + 1,1 = 2,9.
Ответ: 2,9.

Тренировочные упражнения

Решите уравнение (1–25).
1. log3 x = 2.
2. log5 x = –3.
3. log0,5 x = 0,5.
4. log2 (4x – 8) = log2 (3x – 5). 
5. log6 (x2 + 6) = log6 5x.
6. lg (x2 – 4) = lg (6 – 9x). 
7. log0,5 (x2 + 4x – 20) = 0.

8. ( )2
1
3

log 9 1.x x+ − = −

9.  lg (x2 + 7x – 3) = lg (4x + 1).
10. log0,3 (x – 3) + log0,3 (x + 3) = log0,3 (7x – 1).
11. log2 (4x – 1) – log2 (7x – 3) = 1.
12.  2

5 5log 6 log 10.x x+ =
13. 2

3 3log 4 log 3 0.x x− + =  
14.  2 7

8 83log log 2 0.x x− + =
15. 2

0,2 5log 6 5log .x x+ =
16. log4 x + log16 x + log2 x = 7.
17. logx 25 = 320,2.

18.  2 5
2 lg 3 .

lg 10x

x + =

19. log4 x – logx 16 – 1 = 0.

20.  3log 81.xx =
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21. 0,5log 2 0,125.xx − =
22.  0,2 0,2log 3 4 log .x x+ =

23. logx + 1 (x2 – 3x + 1) = 1.

24. lg2 x – 2| lg x | = 0.

25.  +33 3 3log log log 84 6 2 0.x x− ⋅ =

Тренировочный тест № 12.1

Ответом в заданиях В1–В10 является целое число или число, 
записанное в виде десятичной дроби.

В1. Решите уравнение 
log0,6 (4x + 1) – 1 = log0,6 8x.

В2. Решите уравнение 
log3 4x + log3 9x + log3 x = log3 18x + log3 3x.

В3. Решите уравнение 
log2 (2x + 3) + log2 (x + 2) = log2 (–2x – 1).

В4. Найдите сумму корней уравнения 
(x – 2)lg (x – 2) = 10 000.

В5. Найдите произведение корней уравнения

 5log 2 125.xx − =
В6. Найдите сумму корней уравнения 

log3 (10 – 3x) = 2 – x.

В7. Решите уравнение 4log16 2 15.x x+ =
В8. Найдите произведение корней уравнения

 | log2 (x + 6) – 2 | = 2.
В9. Найдите сумму корней уравнения 

2 2
0,5 0,5log log49 8 7 7 0.x x− ⋅ + =

В10. Укажите корень уравнения 
log2 (1 – x) = 1 + 6log1 – x

 2, 
принадлежащий промежутку (0; 1).

Ответы: В1. 1,25.  В2. 1,5.  В3. –1. В4. 104,01.  В5. 25.  В6. 2.  В7. 3.   
В8. –50.  В9. 3,5.  В10. 0,75. 
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13. Логарифмические неравенства

Типичные ошибки, допускаемыми выпускниками при решении 
логарифмических уравнений, присутствуют и при решении лога-
рифмических неравенств. Специфической здесь является ошибка 
при решении простейшего логарифмического неравенства с поло-
жительным основанием, меньшим единицы. 

Ошибки эти, как и в предыдущем случае, спровоцированы «быс-
трым» и поздним изучением темы «Решение логарифмических 
уравнений и неравенств» в школе. Экономя учебное время, учителя 
формулируют готовые схемы решений:

Если a > 1, то 

loga f(x) > loga g(x) ⇔ 
( ) 0,
( ) 0,
( ) ( ).

f x
g x
f x g x

 >
 >
 >

Если 0 < a < 1, то 

loga f(x) > loga g(x) ⇔ 
( ) 0,
( ) 0,
( ) ( ).

f x
g x
f x g x

 >
 >
 <

Главное, что нужно запомнить — это при каком основании «пере-
вернуть» знак неравенства. Но иногда выпускник уследил за знаком, 
да забыл про область определения логарифма.

Сильным ученикам можно показать (желательно и доказать) «быс-
трые способы» решения логарифмических неравенств. Выражения  
loga f(x) – loga g(x) и (a – 1)(f(x) – g(x)) при одних и тех же допустимых 
значениях x принимают значения одного и того же знака.

Примеры с решениями

1. Решить неравенство 
log5 (2x – 4) > log5 (14 – x).

Решение. Так как основание логарифма – число 5 больше 1, то 
данное неравенство l равносильно системе неравенств

 
2 4 0,
14 0,
2 4 14 .

x
x

x x

 − >
 − >
 − > −
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Решим полученную систему: 

2,
14,
6

x
x
x

 >
 <
 >

 ⇔ 6 < x < 14. 

Ответ: (6; 14).

2. Решите неравенство

 ( )2
1
4

log 3 1.x x− > −

Решение. Представим –1 в виде логарифма по основанию 1
,

4
 тог-

да неравенство примет вид ( )2
1 1
4 4

log 3 log 4.x x− >  Так как основание 

логарифма в данном неравенстве принадлежит промежутку от 0 до 
1, то неравенство равносильно системе:

 
2

2

3 0,

3 4.

x x

x x

 − >


− <
 

Решим полученную систему:

 2

( 3) 0,

3 4 0,

x x

x x

− >
 − − <

 ⇔  
( 3) 0,

( 1)( 4) 0.
x x
x x

− >
 + − <

 

Решением системы является совокупность неравенств –1 < x < 0  
и 3 < x < 4.

Ответ: (–1; 0) c (3; 4).

3. Решить неравенство

 1 1
4 4

log log ( 3) 1.x x+ − > −

Решение. Решение этого неравенства похоже на решение преды-
дущего, но имеет при этом существенное отличие.

1. Найдем область определения неравенства: 
0,
3 0

x
x

>
 − >

 ⇔ x > 3.

2. В левой части неравенства заменим сумму логарифмов лога-
рифмом произведения. В правой части представим –1 в виде 1

4

log 4.  

Неравенство примет вид:

 
( )2

1 1
4 4

log 3 log 4.x x− >
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(Сравните с примером 2.) Решением полученного неравенства 
являлась совокупность неравенств –1 < x < 0 и 3 < x < 4. Однако, 
учитывая область определения данного неравенства x > 3, решением 
является только 3 < x < 4.

Ответ: (3; 4).

4. Решить неравенство
 2

2 2log 5log 4 0.x x− + <
Решение. Решим неравенство методом введения новой перемен-

ной. Пусть log2 x = y, тогда неравенство принимает вид y2 – 5y + 4 < 0.  
Найдем корни квадратного трехчлена: y1 = 1, y2 = 4. Запишем не-
равенство в виде

 (y – 1)(y – 4) < 0 
и решим его методом интервалов. Итак, y удовлетворяет двойному 
неравенству 1 < y < 4. 
Так как y = log2 x, то 1 < log2 x < 4. 
Тогда log2 2 < log2 x < log2 16 и 2 < x < 16.

Ответ: (2; 16).

5. Решить неравенство 
log0,2 (x2 – 25) > log0,2 (–24x).

1. (5; 25).    		  2. (–25; –5).    
3. (–25; 1).   		  4. (–1; 25).

Решение. Так как основание логарифма больше 0, но меньше 1, 
то данное неравенство равносильно системе:

2

2

25 0,
24 0,

25 24

x
x

x x

 − >


− >
 − < −

 ⇔ 
( 5)( 5) 0,

0,
( 25)( 1) 0.

x x
x
x x

 − + >
 <
 + − <

Решив систему неравенств методом интервалов, получим: –25 < 
< x < –5, что соответствует интервалу (–25; –5). Таким образом, 
выбираем ответ 2.

Ответ: 2.

6. Сколько целых чисел является решением неравенства 
2

1
3

log ( 2) 2?x − ≥ −

Решение. 
2

1
3

log ( 2) 2,x − ≥ −
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2
1 1
3 3

log ( 2) log 9;x − ≥
 

2

2 0,

( 2) 9

x

x

− ≠
 − ≤

 ⇔ 2

2,

( 2) 9 0

x

x

≠
 − − ≤

 ⇔ 
2,

( 5)( 1) 0.
x
x x
≠

 − + ≤

Решим полученное неравенство методом интервалов и не забу-
дем при этом «выколоть» точку x = 2. Таким образом, решением 
исходного неравенства является объединение промежутков [–1; 2) и  
(2; 5]. В данное множество входят следующие целые числа: –1, 0, 1, 
3, 4, 5. Всего целых чисел 6.

Ответ: 6.

7. Решить систему неравенств

 

2

0,5 0,5

log (3 4) 1,
log ( 1) log 7.

x
x

− ≥
 + ≥  

В ответе указать длину промежутка, являющегося решением 
системы неравенств.

Решение. 

2

0,5 0,5

log (3 4) 1,
log ( 1) log 7

x
x

− ≥
 + ≥

 ⇔ 
3 4 2,

1 0,
1 7

x
x
x

 − ≥
 + >
 + ≤

 ⇔

⇔ 
2,
6

x
x

≥
 ≤

 ⇔ 2 ≤ x ≤ 6.

Длина отрезка [2; 6] равна 4.
Ответ: 4.

Тренировочные упражнения

Решите неравенство (1–25).  
1. log5 x > 2.			
2. log0,5 x ≤ –1.
3. log2 x < –4.		

4. 1
3

log 2.x ≥ −

5. log3 (2x – 4) > 1.		

6. 1
2

log (4 3) 3.x + ≥ −
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7.  1
6

log (9 0,6 ) 1.x− > − 	

8. log7 (x2 – 3) > 0.
9. log0,2 (x2 – 4x) ≥ –1.
10.  log4 (2x – 7) < log4 (x – 3).
11. log0,3 (3x – 2) ≥ log0,3 (x + 1). 
12. log2 (x2 + 5x + 7) > 0.
13. log3 (x2 – 6x + 9) ≤ 0.
14. log0,1 (x2 – 4) ≥ log0,1 3x. 
15. log6 (x + 3) + log6 (x + 2) > 1.
16. log0,5 (x + 1) – log2 (x – 2) > –2.

17.  2

2 5
log 0.

1
x

x
− ≤
+

18. 0,7 0,7

5 1
log log 3.

4
x

x
+ >

−
19. log5x + 4 3 < 0.

20. 2
1 1
7 7

log (12 ) log .x x− ≥

21. log2 x2 ≥ 2.	

22. 2
1
3

log 4.x > −

23. log4 (x + 2)2 ≤ 3.	

24. 2
3 3log 5log 6 0.x x− + >

25.  2
0,5 2log log 12 0.x x+ − ≤

26. Решите систему неравенств

 

7 7

0,3 0,3

log ( 6) log (3 1),
log (2 3) log ( 2).

x x
x x

+ ≥ +
 + < −

Тренировочный тест № 13.1

Ответом на задания В1–В10 является целое число или число, 
записанное в виде десятичной дроби.

В1. Укажите целое решение неравенства
 log1,9 (6x – 15) < log1,9 (2x – 1).
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В2. Найдите наименьшее целое решение неравенства

 
1 0,2
5

log (2 ) log (2 4).x x− ≥ +

В3. Найдите наибольшее целое решение неравенства
 log3 (6x – 10) ≤ log3 3x.

В4. Сколько целочисленных решений имеет неравенство

 
( )2

1
12

log 1?x x− ≥ −

В5. Найдите количество целых чисел, которые являются реше-
ниями неравенства lg (x – 1) < 1.

В6. Решите неравенство

 
8

1
0 log ( 3) .

3
x≤ + ≤

 
В ответе укажите длину полученного промежутка. 
В7. Найдите длину промежутка, являющегося решением нера-

венства 
log0,3 (–x2 + 5x + 15) ≤ 0.

В8. Найдите сумму всех целых решений неравенства

 
2

3 6
log 3.

2
x

x
− >

+

В9. Найдите наибольшее целое решение неравенства

 
1 1
6 6

log ( 1) log ( 4) 1.x x− + + ≥ −

В10. Найдите длину промежутка, являющегося решением сис-
темы неравенств

 

2
0,5 0,5 0,5

3

log log 20 log 5,
log (4 1) 0.

x
x

 ≥ −
 − ≥

Ответы. В1. 3.  В2. 0.  В3. 3.  В4. 6.  В5. 9.  В6. 1.  В7. 9.  В8. –7.   
В9. 2.  В10. 1,5.

Итоговый тест

Отметьте номер правильного ответа в заданиях А1–А7.

А1. Укажите промежуток, которому принадлежит корень урав-
нения log6 3x  = 2 + log6 2.

1) (4; 5)    			  2)  (7; 10)   
3) (11; 13)    		  4) (20; 25)
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А2. Укажите промежуток, которому принадлежит корень урав-
нения 

log12 (x + 3) = log12 (6 – 5x).
1) (1,2; 3) 		  2)  (0; 1)    
3) (–3; 0)    		  4) (1; 1,2)

А3. Решите неравенство log3 (x + 4) < 2.
1) (–4; 5)    		  2)  (–4; 2)    
3) (–∞; 5)    		  4) (–∞; 2)

А4. Решите неравенство

 
1 1
7 7

log (4 9) log (2 ).x x+ ≥ −

1) (–2,25; 2)   		  2)  (–2,25; –1,4]    
3) [–14; +∞)    		  4) [–1,4; 2)

А5. Найдите сумму корней уравнения
2
0,2 0,2log 3log 2 0.x x+ + =

1) –30    	 2)  –3    		 3) 0,14             4) 30
А6. Решите уравнение 

log5 (9x + 8) + log5 x = 0.

1) 1    	 2)  0,8    	 3) 1
9

            4) –1; 1
9

А7. Решите неравенство 
log0,8 (x2 – 4x – 20) ≤ 0.

1) [–3; 7]    			 
2) [7; +∞)    
3) (–∞; –3] c [7; +∞)    

4) ) (3; 2 2 6 2 2 6; 7 − − + 

Ответом в заданиях В1–В4 должно быть целое число или число, 
записанное в виде десятичной дроби.

В1. Решите уравнение 5log2 25 7 9.x x⋅ = +
В2. Найдите сумму корней уравнения

 
5log 32

4

5
2 log 5 .

log 4x

x + =
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В3. Найдите длину промежутка, который является решением 
неравенства 

log2 (x2 – 7x + 26) ≤ 4. 
В4. Решите уравнение 

log4 (13 – 6x)жlog3 – x 2 = 1.

Ответы. А1. 4.  А2. 2.  А3. 1.  А4. 2.  А5. 4.  А6. 3.  А7. 3.  В1. 4,5.   
В2. 12.  В3. 3.  В4. –2.



Лекция 8
Решение тригонометрических уравнений

При решении тригонометрических уравнений ученик может и 
должен пользоваться формулами корней простейших тригономет-
рических уравнений:

Краткие теоретические сведения

сos х = а ⇔ х = ±arccos a + 2πn,
 где n ∈ Z и | а | ≤ 1;

sin х = а ⇔ х = (–1)narcsin a + πn, 
где n ∈ Z и | а | ≤ 1.

Стандартная форма записи размышлений от учащегося не требу-
ет. Если ученик пользуется такой записью, считается, что он освоил 
решение простейших тригонометрических уравнений. О чем же 
могут свидетельствовать тогда такие записи:

сos х = 0,2,  х = arccos 0,2 + 2πn;
sin х = 0,2,  х = (–1)marcsin 0,2 + πn, 

где m ∈ Z, n ∈ Z?
В этих записях допущены, на первый взгляд, серьезные ошибки, 

которые, при желании, можно расценить как полное непонимание 
темы. А вдруг здесь описки, допущенные по невнимательности?

В чем могут крыться причины этих ошибок-описок? На наш 
взгляд, причин может быть несколько. 

Первая причина заключается в том, что, записывая формулы кор-
ней тригонометрических уравнений, ученик воспроизводит их маши-
нально, не задумываясь. Записав раз пятьдесят формулы корней, он 
теряет бдительность, а заданий, требующих вдумчивой записи корней 
уравнения в школьных учебниках нет. Поэтому, по мнению учеников, 
запись «n ∈ Z» — избыточная. И они по-своему правы, потому что им 
не приходится решать тригонометрических уравнений, в которых n 
принадлежит какому-нибудь подмножеству множества целых чисел.

Вторая причина заключается в том, что в записи с использованием 
символа «±» теряется идея двух серий решений тригонометрического 
уравнения. Может быть, с целью компактности записи корней уравне-
ния эта запись разумна, однако опасность применения такой записи 
в дальнейшем подстерегает многих выпускников. Так, например, в 
тестовых заданиях, где требуется указать количество корней, принадле-
жащих заданному промежутку, компактная запись корней уравнения 
даже мешает, создает определенные трудности в отборе корней.
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При изучении темы «Решение тригонометрических уравнений» 
обязательно нужно решать уравнения, например, такого вида: 

3
cos .

2
xπ = −  При решении таких уравнений ученики имеют воз-

можность задуматься и о двух сериях корней простейшего тригоно-
метрического уравнения, и о необходимости описания n.

Решение. 3
cos ;

2
xπ = −

 
 

arccos
3

2
2

x n
 

π = − + π   
 

или

 arccos
3

2 ,
2

x n
 

π = − − + π   
 где n ∈ Z; 

	  		         

5
2 ,

6
x n= +  n ∈ Z			           (1)

или 

			         

5
2 ,

6
x n= − +  n ∈ Z.			           (2)

Решим уравнение (1). Так как 5
2 0,

6
n+ ≥  то n = 0, 1, 2, ..., то есть  

25
2 ,

6
x n = +  

 где n = 0, 1, 2, ...

Решим уравнение (2). Так как 5
2 0,

6
n− + ≥  то n = 1, 2, ..., то есть 

25
2 ,

6
x n = − +  

 где n = 1, 2, ...

Ответ: 
25

2
6

n +  
 при n = 0, 1, 2, ...;

                 
25

2
6

n − +  
 при n = 1, 2, ...

Третья причина заключается в том, что в формуле корней про-
стейшего тригонометрического уравнения sin t = a теряются идеи 
как двух серий решений тригонометрического уравнения, так и пери-
одичности функции синус. Эта форма записи может провоцировать 
ошибки в самой записи корней уравнения (иногда пишут «+2πn», 
объясняя это тем, что период «синуса» равен 2π). Трудностей в отборе 
корней, принадлежащих промежутку, при такой записи значительно 
больше, чем в простейшем уравнении с косинусом.
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Четвертая причина — в том, что часто учителя требуют писать раз-
ные буквы в различных решениях простейших тригонометрических 
уравнений, к которым свелось более сложное тригонометрическое 
уравнение. Например, нам приходилось встречать такую форму записи 

корней уравнения 2cos2 x – 3cos x + 1 = 0: 2 ,
3

x n
π= ± + π  n ∈ Z, x = 2πk, 

k ∈ Z. 
Безусловно, корни уравнения записаны верно. Но будет ли дру-

гим множество корней уравнения, если корни будут записаны в 

форме: 2 ,
3

x n
π= ± + π  x = 2πn, n ∈ Z? В обоих случаях получается одно 

и то же числовое множество.
Заострить внимание учеников, напомнить им о необходимости 

вдумчивой работы может, например, выполнение следующего за-
дания.

Решите уравнение 2 1
sin 4 .

2
xπ = −

Решение. 

	                            
2 1

4 arcsin 2 ,
2

x n π = − + π  
 n ∈ Z		         (1)

или 

	                         
2 1

4 arcsin 2 ,
2

x n π = π − − + π  
 n ∈ Z.	                       (2)

Решим уравнение (1). Так как 2 0,
6

n
π− + π ≥  то n = 1, 2, ...;   

2 1 1
,

24 2
x n= − +  n = 1, 2, ...;

 1 1
24 2

x n= − +  или 1 1
24 2

x n= − − + , n = 1, 2, ...

Решим уравнение (2). Так как 7
2 0,

6
n

π + π ≥  то n = 0, 1, 2, ...; 

2 7 1
,

24 2
x n= +  n = 0, 1, 2, ...; 

7 1
24 2

x n= +  или 7 1
,

24 2
x n= − +  n = 0, 1, 2, ...

Ответ: 1 1
,

24 2
n− +  1 1

24 2
n− − +  при n = 1, 2, ...;

	        7 1
,

24 2
n+  7 1

24 2
n− +  при n = 0, 1, 2, ...
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Учитывая эти соображения, мы считаем, что не следует настаи-
вать на «компактной» форме записи. Если ученик решает тригоно-
метрические уравнения таким образом:

сos х = а ⇔

⇔ х = –arccos a + 2πn или х = arccos a + 2πn, 
где n ∈ Z и | а | ≤ 1,

sin х = а ⇔ 
⇔ х = arcsin a + 2πn или х = π – arcsin a + 2πn, 

где n ∈ Z и | а | ≤ 1,
то вряд ли это нанесет вред его интеллектуальному развитию или 
может послужить свидетельством недостаточно высокого матема-
тического уровня.

14. Решение простейших  
тригонометрических уравнений

Краткие теоретические сведения

Частные случаи: 

sin x = 1, 2 ,
2

x n
π= + π  n ∈ Z;

sin x = –1, 2 ,
2

x n
π= − + π  n ∈ Z;

sin x = 0, x = πn, n ∈ Z;
cos x = 1, x = 2πn, n ∈ Z;
cos x = –1, x = π + 2πn, n ∈ Z;

cos x = 0, ,
2

x n
π= + π  n ∈ Z.

Общие формулы для решения простейших тригонометрических 
уравнений: 

sin x = a, x = (–1)narcsin a + πn, n ∈ Z, | a | ≤ 1;
cos x = a, x = ±arccos a + 2πn, n ∈ Z, | a | ≤ 1;
tg x = a, x = arctg a + πn, n ∈ Z, a ∈ R;
ctg x = a, x = arcctg a + πn, n ∈ Z, a ∈ R.

Следует помнить, что:
arcsin (–a) = –arcsin a;
arccos (–a) = π – arccos a;
arctg (–a) = –arctg a;
arcctg (–a) = π – arcctg a.
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Примеры с решениями

Простейшие тригонометрические уравнения

1. Решить уравнение cos 3 1.
6

x
π − =  

Решение. 3 2 ,
6

x n
π− = π  3 2 ,

6
x n

π= + π  2
,

18 3
n

x
π π= +  n ∈ Z.

Ответ: 
2

,
18 3

nπ π+  n ∈ Z.

2. Решить уравнение tg 4x = 1.

Решение. 4x = arctg (–1) + πn, 4 ,
4

x n
π= − + π  ,

16 4
n

x
π π= − +  n ∈ Z.

Ответ: ,
16 4

nπ π− +  n ∈ Z.

3. Решить уравнение 1
sin .

2
xπ = −

Решение. 1
( 1) arcsin ,

2
nx n π = − − + π  

 

1( 1) ,
6

nx n+ ππ = − + π  1 1
( 1) ,

6
nx n+= − +  n ∈ Z.

Ответ: 
1 1

( 1) .
6

n n+− + ,  n ∈ Z.

4. Решить уравнение

 
2 2 1

cos 2 sin 2 .
2

x x− = −

Решение. По формуле косинуса двойного угла получим: 
1

cos 4 .
2

x = −  

Далее,

1
4 arccos( ) 2 ,

2
x k= ± − + π  k ∈ Z; 

2
4 2 ,

3
x k

π= ± + π  k ∈ Z; ,
6 2

k
x

π π= ± +  k ∈ Z.

Ответ: ,
6 2

kπ π± +  k ∈ Z.
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Тригонометрические уравнения
1. Решить уравнение

 22 cos 2 2 sin 3 0.x x+ − =
Решение. Воспользуемся основным тригонометрическим тож-

деством: 
22 2sin 2 2 sin 3 0;x x− + − =  

22sin 2 2 sin 1 0;x x− + =  

( )2
2 sin 1 0;x − =  2 sin 1 0;x − =  

1
sin ;

2
x =  ( 1) ,

4
nx n

π= − + π  n ∈ Z.

Ответ: ( 1) ,
4

n n
π− + π  n ∈ Z.

2. Решить уравнение 
2sin2 x + cos2 x + 3sin x cos x = 3.

Решение. Преобразуем это уравнение к однородному уравнению 
второй степени относительно синуса и косинуса. Имеем: 

2sin2 x + cos2 x + 3sin x cos x =
= 3sin2 x + 3cos2 x, 

sin2 x – 3sin x cos x + 2cos2 x = 0.
Данное уравнение равносильно следующему:

 tg2 x – 3tg x + 2 = 0, 
откуда:

 tg 2
tg 1;

x
x

=
 =

 
arctg 2

,
4

x n

x k

= + π
 π = + π

 n, k ∈ Z.

Ответ: arctg 2 + πn,  ,
4

k
π + π  n, k ∈ Z.

3. Решить уравнение 2 cos 2sin 6.x x+ =
Решение. Данное уравнение равносильно следующему:

 6
cos sin .

2
x x+ =  

Разделим обе части уравнения на число, равное 2 21 1 2,+ =  по-
лучим:

 1 1 6
cos sin ;

2 2 2 2
x x+ =  3

sin ;
4 2

x
π + =  

 

3
( 1) arcsin ,

4 2
nx n

π+ = − + π  n ∈ Z;
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 ( 1) ,
3 4

nx n
π π= − − + π  n ∈ Z.

Ответ: ( 1) ,
3 4

n n
π π− − + π  n ∈ Z.

4. Решить уравнение cos2 2(cos sin ).x x x= −
Решение. Имеем:

2 2cos sin 2(cos sin );x x x x− = −  

(cos sin )(cos sin ) 2(cos sin );x x x x x x− + = −  

( )(cos sin ) cos sin 2 0;x x x x− + − =
 

cos sin 0

cos sin 2 0;

x x

x x

− =


+ − =  
cos 0

4

cos 1;
4

x

x

π  + =   
 π − =   

 4 2

2 ,
4

x n

x k

π π + = + π
 π − = π

 n, k ∈ Z; 4

2 ,
4

x n

x k

π = + π
 π = + π

 n, k ∈ Z. 

Объединив ответы, получим: ,
4

x n
π= + π  n ∈ Z.

Ответ: ,
4

n
π + π  n ∈ Z.

5. Решить уравнение 
sin2 3x + sin2 4x = sin2 5x + sin2 6x.

Решение. Воспользовавшись формулой понижения степени, получим:

 1 cos 6 1 cos 8 1 cos10 1 cos12
;

2 2 2 2
x x x x− − − −+ = +  

cos 12x + cos 10x – cos 8x – cos 6x = 0; 
(cos 12x – cos 6x) + (cos 10x – cos 8x) = 0; 

2sin 9x sin 3x + 2sin 9x sin x = 0; 
sin 9x (sin 3x + sin x) = 0; 

2sin 9x sin 2x cos x = 0;

 
sin 9 0
sin 2 0
cos 0;

x
x

x

 =
 =
 =

 
2
k

x
π=  или ,

9
n

x
π=  k, n ∈ Z, 
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причем n ≠ 9m, m ∈ Z.

Ответ: 
2
kπ  или ,

9
nπ  k, n ∈ Z, n ≠ 9m, m ∈ Z.

6. Решить уравнение 
1 – sin 2x = cos x – sin x.

Решение. Преобразуем уравнение следующим образом: 

sin2 x + cos2 x – 2sin x cos x = cos x – sin x. 

Далее:
 (cos x – sin x)2 = cos x – sin x; 

(cos x – sin x)(cos x – sin x – 1) = 0; 

cos sin 0
cos sin 1;

x x
x x

− =
 − =

 
tg 1

1
cos ;

4 2

x

x

=
 π  + =   

 4

2 ,
4 4

x k

x n

π = + π
 π π + = ± + π

 k, n ∈ Z;

 

4

2
2

2 ,

x k

x n

x m

π = + π
 π = − + π
 = π


 k, n, m ∈ Z.

Ответ: ,
4

k
π + π  2 ,

2
n

π− + π  2πm, k, n, m ∈ Z.

7. Решить уравнение 5
cos cos 3 2.

2
x

x+ =

Решение. Так как | cos 3x | ≤ 1 и 5
cos 1,

2
x ≤  то данное уравнение 

равносильно системе

 
5

cos 1
2

cos 3 1;

x

x

 =

 =

 
5

2
2

3 2 ;

x
n

x k

 = π

 = π

 

4
5

2
,

3

n
x

k
x

π =
 π =


 k, n ∈ Z. 

Общим решением уравнений системы является 
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x = 4πm, m ∈ Z.
Ответ: 4πm, m ∈ Z.

Тренировочные упражнения

Базовый уровень

Решите уравнение (1–26). 

1.  sin 3 0.
7

x
π + =  

		  2. cos 2 1.
5

x
π − = −  

3.  sin 4 1.
3

x
π − =  

		  4.  cos 3 0.
7

x
π − =  

5.  sin 5 1.
6

x
π + = −  

		  6.  cos 4 1.
8

x
π + =  

 

7.  1
sin 7 .

2
x = 			  8. 2

cos (3 2) .
2

x − =

9.  1
sin 3 .

4 2
x

π − = −  
		  10. 1

cos (2 3) .
2

x − = −  

11.  tg 2 3.
7

x
π − =  

		  12. 3
sin 5 .

2
x = −

13.  2
cos 3 .

6 2
x

π + = −  
	 14. 

1
tg (3 5) .

3
x − =  

15.  2
sin 3 .

3 2
x

π − = −  
	 16. tg 5 1.

3
x

π − = −  

17.  2
cos (7 3) .

2
x − = − 	 18. tg 2 1.

7
x

π + =  
 

19.  2
sin 4 .

2
x = 		  20.

 

3
cos 2 .

2
x =

21. tg 5x = 0.		  22. 1
sin 2 .

3
x =  

23. cos 4x = 0,2.		  24. tg 5x = 7. 

25.  ( )2
2

1
1 ctg sin 3 .

2 sin
x x

x
+ =  



Решение тригонометрических уравнений                                           71

26.  ( )2
2

1
2 2tg sin 2 .

cos
x x

x
+ = −

Решите уравнение и выберите верный ответ (27–32).

27.  3
sin 2 .

2
x =

А.  ( 1) ,
6

n n
π− + π  n ∈ Z.      Б. 1( 1) ,

3 2
n n+ π π− +  n ∈ Z.

В. ( 1) ,
12 2

n nπ π− +  n ∈ Z.    Г.
 
( 1) ,

6 2
n nπ π− +  n ∈ Z.

28.  1
cos .

2 2
x

π − =  

А.  3
2 ,

4
n

π± + π  n ∈ Z.         Б. 2
2 ,

3
n

π± + π  n ∈ Z.    

В. ( 1) ,
6

n n
π− + π  n ∈ Z.       Г.

 
( 1) ,

6 2
n nπ π− +  n ∈ Z. 

29. tg (2x + 1) = –1. 

А.  1 ,
4

n
π± + + π  n ∈ Z.         Б. 1

,
2 8 2

nπ π± − +  n ∈ Z.    

В. 1
,

2 4 2
nπ π− − +  n ∈ Z.       Г.

 

1
,

2 8 2
nπ π− + +  n ∈ Z.

30. tg (2x+1) = –1.

А.  1 ,
4

n
π± + + π  n ∈ Z.         Б. 1

,
2 8 2

nπ π± − +  n ∈ Z.    

В. 1
,

2 8 2
nπ π− − +  n ∈ Z.       Г.

 

1
,

2 8 2
nπ π− + +  n ∈ Z.

31. 2cos2 x – 2sin2 x = –1. 

А.  ,
3

n
π± + π  n ∈ Z.             Б. 2

2 ,
3

n
π± + π  n ∈ Z.   

В. ( 1) ,
8

n n
π− + π  n ∈ Z.       Г.

 
1( 1) ,

8 2
n n+ π π− +  n ∈ Z.

32.
2

sin cos .
4

x x =  
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А.  ( 1) ,
4

n n
π− + π  n ∈ Z.       Б. ( 1) ,

8 2
n nπ π− +  n ∈ Z.

В. ( 1) ,
8

n n
π− + π  n ∈ Z.       Г.

 
1( 1) ,

8 2
n n+ π π− +  n ∈ Z.

Повышенный уровень
33. Найдите наибольший корень уравнения sin 4πx = 1, лежащий 

на отрезке [–1; 0,5]. Ответ запишите в виде десятичной дроби.
34. Сколько решений уравнения

 1
sin cos cos 2

8
x x x = −  

лежит на отрезке ; ?
2 2
π π −    

35. Найдите наибольший корень уравнения

 
2 22 2 2

5 cos 5 cos sin 3 0,
3 3 3

x x xπ π π− − − =  

лежащий на отрезке [–2; 5].
36. Найдите наибольшее целое число, принадлежащее области 

значений функции

 
23

2 cos 3 cos 3.
2

x x x= + +

37. Найдите наименьшее целое число, принадлежащее области 
значений функции

 
23

9 3 sin 2 sin .
2

x x x= − −

38. Найдите наибольшее целое число, принадлежащее области 
значений функции 

y = 3sin x + 5cos x.
39. Найдите наибольшее значение функции

 3 sin 3 cos2 cos 3 sin 2 7.x x x x x= ⋅ + ⋅ +
40. Пусть x0 — наименьший положительный корень уравнения 

cos2 x – 5sin x cos x + 2 = 0. 
Найдите tg x0.

41. Дано: 1
sin cos .

2
α + α =  Найти sin 2α.

42. Найдите наибольшее целое значение выражения

 
3 sin 2

233 0,5 .
x

y
π − +  = − ⋅

43. Найдите наименьшее целое значение выражения
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2 cos 3

259,4 3 .
x

y
π − − −  = − ⋅

44. Найдите значение выражения 
cos2 (5π + α) + ctg αжsin 2α, 

если 3
.

4
πα =

45. Найдите значение выражения
 –2sin2 (–7π – α) + 3cos2 (–21π – α), 

если 3
.

4
πα =

Найдите наибольший отрицательный корень уравнения (46–48).
46. cos 2x + cos 4x + cos 6x = 0.
47. 2sin2 x – 5sin x cos x – 5cos2 x = 2.

48.  sin 4 cos 2 .
3 3

x x
π π   − = +      

Найдите наименьший положительный корень уравнения (49–52).
49. 2sin2 x – 5sin x cos x – 5cos2 x = 2.

50. 
2

cos 7 sin 3 .
4

x x
π + = π  

51. cos2 2πx + cos2 4πx + cos2 6πx + cos2 8πx = 2.

52.  2 2 2 3
sin 3 sin 4 sin 5 cos 8 .

2
x x x xπ + π + π = − π

Решите уравнение (53–55).
53. –x2 + 2x + 2 = 3 + sin2 πx. 

54.  3
3

1
2 cos .

2
x

x
x

π+ = −

55.  2 4 5 cos .
2
x

x x
π− + = +

Ответы: 1. ,
21 3

nπ π− +  n ∈ Z.  2. 3
,

5
n

π + π   n ∈ Z. 3. 5
,

24 2
nπ π+  n ∈ Z.   

4. 3
,

14 3
nπ π+  n ∈ Z.  5. 2 2

,
15 5

nπ π− +  n ∈ Z.  6. ,
32 2

nπ π− +  n ∈ Z.  7. ( 1) ,
42 7

n nπ π− +  

n ∈ Z. 8. 2 2
,

3 12 3
nπ π± +  n ∈ Z.  9. 1( 1) ,

12 18 3
n n+π π π+ − +  n ∈ Z.  10. 3

,
2 3

n
π± + π   

n ∈ Z.    11. 5
,

21 2
nπ π+  n ∈ Z.  12. 1( 1) ,

15 5
n n+ π π− +  n ∈ Z.      13. 2

,
18 4 3

nπ π π− ± +  
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n ∈ Z.  14. 5
,

3 18 3
nπ π+ +  n ∈ Z.  15. 1( 1) ,

12 9 3
n n+ π π π− + +  n ∈ Z.  16. ,

60 5
nπ π+  

n ∈ Z.  17. 3 3 2
,

7 28 7
nπ π± +  n ∈ Z.   18. 3

,
56 2

nπ π+  n ∈ Z.     19. ( 1) ,
16 4

n nπ π− +  

n ∈ Z.  20. ,
12

n
π± + π  n ∈ Z.     21. ,

5
nπ  n ∈ Z. 22. 

1
( 1) arcsin

3 ,
2 2

n

n− π+  

n  ∈  Z.  23.  arcsin 0,2 ,
2
nπ± +  n  ∈  Z.  24. 

1
arctg 7 ,

5 5
nπ+  n  ∈  Z.  

25. ( 1) ,
18 3

n nπ π− +  n ∈ Z.  26. 1( 1) ,
12 2

n n+ π π− +   n ∈ Z.  27. Г.  28. В.   

29. В.  30. В.  31. А.  32. Б. 33. 0,125.  34. 6.  35. 5.  36. 4.  37. 3.  38. 5. 

39. 2.  40. 1.  41. –0,75.  42. –3.  43. –19.  44. 1,5.  45. 0,5.  46. .
8
π−     

47. .
4
π−   48. 3

.
12

π−   49. .
4
π   50. 1

.
40

  51. 1
.

16
  52. 1

.
16

  53. 1.  54. 1.   

55. 2.

Тренировочный тест № 14.1

Базовый уровень

Отметьте номер правильного ответа в заданиях А1–А5.

А1. Решите уравнение 2 sin 3 1.
5

x
π − =  

 

1. ( 1) ,
6 5

n n
π π− + + π  n ∈ Z.   

 2. ( 1) ,
18 15 3

n nπ π π− + +  n ∈ Z.    

3. 1( 1) ,
18 15 3

n n+ π π π− + +  n ∈ Z.    

4. ( 1) ,
18 15

n n
π π− + + π  n ∈ Z.

А2. Решите уравнение 2 cos 2 1.
7

x
π − − =  

1.  2 ,
4 7

n
π π± + + π  n ∈ Z.   
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2. ,
8 14

n
π π± + + π  n ∈ Z.    

3. 3
2 ,

8 14
n

π π± + + π  n ∈ Z.

4. 3
,

8 14
n

π π± + + π , n ∈ Z.
А3. Решите уравнение 3tg (2 1) 1.x − =

1.  ,
6

n
π + π  n ∈ Z.               

2. 1
,

12 2 2
nπ π+ +  n ∈ Z.    

3. 1
,

12 2
n

π± + + π  n ∈ Z.    

4. 1
,

12 2 2
nπ π± + +  n ∈ Z.

А4. Решите уравнение 
1

sin cos .
4

x x⋅ =

1.  ( 1) ,
6

n n
π− + π  n ∈ Z.     

2. ( 1) ,
12 2

n nπ π− +  n ∈ Z.    

3. 1( 1) ,
12

n n+ π− + π  n ∈ Z. 

4. 1( 1) ,
12

n n+ π− + π  n ∈ Z.

А5. Решите уравнение 4 4 2
cos sin .

2
x x− =

1.  ,
8

n
π± + π  n ∈ Z.              2. 2 ,

4
n

π± + π  n ∈ Z.    

3. 2 ,
8

n
π± + π  n ∈ Z.            4. ,

8
n

π± + π  n ∈ Z.

Ответом в заданиях В1–В5 должно быть целое число или число, 
записанное в виде десятичной дроби.

В1. Найдите наименьший положительный корень уравнения 
cos 2πx + cos 4πx + cos 6πx = 0.

В2. Найдите наибольшее целое число, принадлежащее области 
значений функции
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23 cos 3 cos 1.y x x= + −

В3. Найдите область значения функции y = 23 – 2| sin x |. В ответе 
укажите длину соответствующего промежутка.

В4. Найдите наименьший положительный корень уравнения

 2 23 sin 4 sin cos 5 cos 2.
4 4 4 4
x x x xπ π π π− + =

В5. Найдите основной период функции 
y = 3sin (2πx + 4) – 7. 

Ответы: А1. 2.  А2. 4.  А3. 2.  А4. 2.  А5. 1.  В1. 0,125.  В2. 2.  В3. 6.   
В4. 1.  В5. 1.

Итоговый тест

Отметьте номер правильного ответа в заданиях А1–А5.

А1. Решите уравнение 2 cos 3 1.
7

x
π + = −  

 

1)  ,
3 21 3

nπ π π± − +  n ∈ Z   

2) 2
,

3 21 3
nπ π π± − +  n ∈ Z    

3) ,
9 7 3

nπ π π± − +  n ∈ Z  

4) 2 2
,

9 21 3
nπ π π± − +  n ∈ Z

А2. Решите уравнение 3
sin 2 .

5 2
x

π − =  

1)  ( 1) ,
10 3

n n
π π+ − + π  n ∈ Z    

2) ( 1) ,
5 3

n n
π π+ − + π  n ∈ Z    

3) ( 1) ,
10 6 2

n nπ π π+ − +  n ∈ Z   

4) ( 1) ,
10 3 2

n nπ π π+ − +  n ∈ Z
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А3. Решите уравнение tg (3x + 2) = –1. 

1)  2
,

3 12 3
nπ π− − +  n ∈ Z    

2) 2
,

3 12
n

π− + + π  n ∈ Z    

3) 2
,

3 12 3
nπ π− +  n ∈ Z    

4) 2
,

3 12
n

π− − + π  n ∈ Z

А4. Решите уравнение 1
sin 2 cos 2 .

4
x x⋅ = −

1)  ( 1) ,
24 4

n nπ π− +  n ∈ Z 

2) 1( 1) ,
24 4

n n+ π π− +  n ∈ Z

3) 1( 1) ,
6

n n+ π− + π  n ∈ Z      

4) ( 1) ,
24

n n
π− + π  n ∈ Z

А5. Решите уравнение

 ( )( )2 2 2
2

1
2 1 ctg cos sin .

sin
x x x

x
+ − =

1)  2 ,
3

n
π± + π  n ∈ Z           

2) ,
3

n
π± + π  n ∈ Z    

3) ( 1) ,
6

n n
π− + π  n ∈ Z      

4) ,
6

n
π± + π

 
n ∈ Z 

Ответом в заданиях В1–В5 должно быть целое число или число, 
записанное в виде десятичной дроби.

В1. Найдите наименьший положительный корень уравнения 
sin 3πx + sin 5πx + sin 7πx = 0.

В2. Найдите наибольшее целое число, принадлежащее области 
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значений определения функции

 24
4 sin 7 sin 1.

3
y x x= + −

В3. Найдите область значений функции 
y = 32 – 2| cos x |. 

В ответе укажите длину соответствующего промежутка.
В4. Найдите наименьший положительный корень уравнения

 2 23 sin 2 sin cos cos 1.
3 3 3 3
n n n nπ π π π− + =

В5. Найдите главный период функции
3

5 cos 1 2.
2

y x = + −  

Ответы: А1. 4.  А2. 3.  А3. 1.  А4. 2.  А5. 4.  В1. 0,2.  В2. 4.   

В3. 8.  В4. 0,75.  В5. 4
.

3
π



Итоговая работа

Итоговая работа может быть представлена в одном из трех вари-
антов:

1) разработка урока, связанного с изучением конкретной темы 
курса алгебры и начал анализа 10–11-х классов;

2) разработка урока обобщающего повторения;
3) подборка разноуровневых тематических заданий для органи-

зации самостоятельной работы учащихся 10–11-х классов.
Эти материалы должны сопровождаться справкой из образова-

тельного учреждения, подтверждающей факт проведения урока или 
обсуждения материалов на заседании методического объединения 
учителей математики образовательного учреждения.
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