
Подготовка к заданию 8 профильного ЕГЭ

Задание 8 профильного ЕГЭ по математике представляет собой задачу
по стереометрии. Для решения этих задач нужно знать основные формулы
стереометрии, но помимо этого важно анализировать взаимное расположение
геометрических тел в пространстве.

В большинстве задач, встречающихся на этой позиции, нужно связать
свойства двух геометрических тел: имея сведения об одном из них, найти
неизвестную величину для другого.

В этом уроке мы разберём задачи на взаимное расположение
многогранников и тел вращения.

Многогранники

Начнём с задач, где требуется найти объём многогранника с вершинами,
совпадающими с вершинами прямоугольного параллелепипеда известного
объёма.

Пример 1. Объём прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1

равен 72.
а) Найдите объём многогранника, вершинами которого являются
точки A, B, C, B1.
б) Найдите объём многогранника, вершинами которого являются
точки A, B, C, D1.
в) Найдите объём многогранника, вершинами которого являются
точки A, B, B1, C1.
г) Найдите объём многогранника, вершинами которого являются
точки A, B, C, D, A1.
д) Найдите объём многогранника, вершинами которого являются
точки A, B, C, B1, C1.
е) Найдите объём многогранника, вершинами которого являются
точки A, B, C, D, A1, B1.
ж) Найдите объём многогранника, вершинами которого являются
точки A, B1, C, D1.

Решение.
Для удобства обозначим объём параллелепипеда ABCDA1B1C1D1

через V .
а) Многогранник B1ABC является треугольной пирамидой с основанием ABC
и высотой BB1. Объём параллелепипеда равен AB ·BC ·BB1, а объём

пирамиды B1ABC равен
1

3
Sh, где S=

AB ·BC
2

— площадь основания,
а h=BB1 — высота пирамиды. Таким образом, объём пирамиды равен
AB ·BC ·BB1

6
=
V

6
, то есть в шесть раз меньше объёма параллелепипеда

и равен 12.
б) Многогранник D1ABC тоже является треугольной пирамидой
с основанием ABC, но высота, проведённая из вершины D1, не попадает
в основание. Тем не менее, высота и площадь основания этой пирамиды точно
такие же, как в предыдущем пункте. Значит, её объём равен 12.
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в) На первый взгляд здесь не очень понятно, чем является
многогранник ABB1C1. Но на самом деле этот многогранник является
треугольной пирамидой с основанием BB1C1 и вершиной A, просто
расположение этой пирамиды внутри параллелепипеда не совсем стандартное.
Рассуждая аналогично пункту «а», находим объём пирамиды ABB1C1. Он
равен 12.
г) Многогранник A1ABCD является четырёхугольной пирамидой

с основанием ABCD и высотой A1A. Её объём равен
1

3
Sh, где S=AB ·BC —

площадь основания, а h=AA1 — высота пирамиды. Таким образом, объём

пирамиды равен
AB ·BC ·AA1

3
=
V

3
, то есть в три раза меньше объёма

параллелепипеда и равен 24.
д) Чтобы решить эту задачу надо понять, чем является
многогранник ABCC1B1. На самом деле это четырёхугольная пирамида
с вершиной A и основанием BCC1B1. Её объём можно вычислить аналогично
объёму пирамиды из предыдущего пункта, и он равен 24.
е) Для начала определим, чем является многогранник с заданными в условии
вершинами. Если рассматривать в качестве основания грань ABCD,
то получается «пирамида с двумя вершинами» A1 и B1 — это не то, что нам
нужно. В то же время можно заметить, что тройки вершин A, A1, D и B, B1,
C лежат на противоположных гранях AA1D1D и BB1C1C параллелепипеда
ABCDA1B1C1D1 соответственно. Таким образом, AA1DBB1C — это
треугольная призма, высота которой равна AB, а площадь основания

равна
AA1 ·AD

2
. Объём этой призмы равен AB · AA1 ·AD

2
=
V

2
, то есть в два

раза меньше объёма параллелепипеда и равен 36.
ж) Теперь рассмотрим многогранник AB1CD1. Заметим, что параллелепипед
ABCDA1B1C1D1 состоит из пирамид B1ABC, AA1B1D1, CB1C1D1, D1ACD
и тетраэдра AB1CD1. Объём каждой из четырёх перечисленных пирамид

равен
V

6
, значит, объём тетраэдра AB1CD1 равен V − 4 · V

6
=
V

3
=24.

Ответ: а) 12; б) 12; в) 12; г) 24; д) 24; е) 36; ж) 24.

Замечание. На самом деле условие, что параллелепипед
ABCDA1B1C1D1 прямоугольный, можно опустить. В этом случае все
объёмы рассматриваемых в задаче многогранников окажутся такими же,
но рассуждения станут более сложными и громоздкими.

Рассмотрим похожий пример, где вместо прямоугольного
параллелепипеда фигурирует правильная треугольная призма.

Пример 2. Объём правильной треугольной призмы ABCA1B1C1

равен 144.
а) Найдите объём многогранника, вершинами которого являются
точки A, B, C, B1.
б) Найдите объём многогранника, вершинами которого являются
точки A, B, C, A1, B1.

2



Решение.
Для удобства обозначим объём призмы ABCA1B1C1 через V .

а) Многогранник B1ABC является треугольной пирамидой с основанием ABC
и высотой BB1. Пусть h=BB1 — высота пирамиды, а S — площадь
основания ABC. Тогда объём параллелепипеда равен Sh, а объём

пирамиды B1ABC равен
1

3
Sh. Таким образом, объём пирамиды равен

V

3
, то

есть в три раза меньше объёма параллелепипеда и равен 48.
б) Заметим, что призма ABCA1B1C1 состоит из треугольной
пирамиды CA1B1C1 и многогранника ABCA1B1. Аналогично предыдущему

пункту легко показать, что объём пирамиды CA1B1C1 равен
V

3
.

Следовательно, объём многогранника ABCA1B1 равен
2V

3
, то есть 96.

Ответ: а) 48; б) 96.

Рассмотрим ещё два примера задач с треугольными призмами.

Пример 3. Через среднюю линию основания правильной треугольной
призмы, объём которой равен 300, проведена плоскость, параллельная
боковому ребру. Найдите объём отсечённой треугольной призмы.

Решение.
Объём правильной треугольной призмы равен произведению площади

основания и высоты. Высоты исходной и отсечённой треугольных
призм совпадают, а основания являются подобными треугольниками

с коэффициентом подобия
1

2
. Следовательно, площадь основания отсечённой

призмы в 4 раза меньше площади основания исходной, а значит, её объём
также в 4 раза меньше и равен 75.

Ответ: 75.

Пример 4. Через среднюю линию основания правильной треугольной
призмы, площадь боковой поверхности которой равна 300, проведена
плоскость, параллельная боковому ребру. Найдите площадь боковой
поверхности отсечённой треугольной призмы.

Решение.
Площадь боковой поверхности правильной треугольной призмы

равна произведению периметра основания и высоты. Высоты исходной
и отсечённой треугольных призм совпадают, а основания являются

подобными треугольниками с коэффициентом подобия
1

2
. Следовательно,

периметр основания отсечённой призмы в 2 раза меньше периметра основания
исходной, а значит, площадь её боковой поверхности также в 2 раза меньше
и равна 150.

Ответ: 150.
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Наконец, рассмотрим два примера задач, в которых встречаются
пирамиды.

Пример 5. Объём правильной четырёхугольной пирамиды SABCD
равен 60. Точка E — середина ребра SB. Найдите объём треугольной
пирамиды EABC.

Решение.
Объём пирамиды равен трети произведения площади основания

на высоту. Диагональ AC делит квадрат ABCD на два равных треугольника.
Следовательно, площадь треугольника ABC в два раза меньше площади
квадрата ABCD. Пусть SH и EK — высоты пирамид SABCD и EABC
соответственно. Поскольку EK — средняя линия треугольника BSH,
отрезок EK в два раза меньше отезка SH. Значит, объём пирамиды EABC
в четыре раза меньше объёма пирамиды SABCD, то есть равен 15.

Ответ: 15.

Пример 6. От треугольной пирамиды, объём которой равен 36, отсечена
треугольная пирамида плоскостью, проходящей через вершину пирамиды
и среднюю линию основания. Найдите объём отсечённой треугольной
пирамиды.

Решение.
Объём пирамиды равен трети произведения площади основания

на высоту. Высоты исходной и отсечённой треугольных пирамид совпадают,
а основания являются подобными треугольниками с коэффициентом

подобия
1

2
. Следовательно, площадь основания отсечённой пирамиды в 4 раза

меньше площади основания исходной, а значит, её объём также в 4 раза
меньше и равен 9.

Ответ: 9.

Тела вращения

Перейдём к задачам, где надо рассмотреть различные конфигурации тел
вращения. Начнём с шара, вписанного в цилиндр.

Пример 7. Шар, объём которого равен 54, вписан в цилиндр. Найдите
объём цилиндра.

Решение.

Обозначим радиус шара через r. Тогда его объём равен
4πr3

3
. Высота

цилиндра равна 2r, а радиус основания — r. Значит, площадь основания
цилиндра равна πr2, а объём — 2πr3. Следовательно, объём цилиндра
в полтора раза больше объёма шара и равен 81.

Ответ: 81.
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Пример 8. Шар, площадь поверхности которого равна 54, вписан
в цилиндр. Найдите площадь полной поверхности цилиндра.

Решение.
Обозначим радиус шара через r. Тогда площадь его поверхности

равна 4πr2. Высота цилиндра равна 2r, а радиус основания — r. Значит,
площадь основания цилиндра равна πr2, длина окружности основания
равна 2πr, площадь боковой поверхности равна 4πr2, а площадь полной
поверхности — 6πr2. Следовательно, площадь полной поверхности цилиндра
в полтора раза больше площади поверхности шара и равна 81.

Ответ: 81.

Теперь рассмотрим связь между цилиндром и конусом.

Пример 9. Цилиндр и конус имеют общие основания и высоту. Объём
цилиндра равен 900. Найдите объём конуса.

Решение.
Объём цилиндра равен произведению площади основания на высоту,

а объём конуса равен трети произведения площади основания на высоту.
Следовательно, объём конуса в три раза меньше объёма цилиндра и равен 300.

Ответ: 300.

Пример 10. Цилиндр и конус имеют общие основания и высоту. Высота
цилиндра равна радиусу основания. Площадь боковой поверхности цилиндра
равна 900

√
2. Найдите площадь боковой поверхности конуса.

Решение.
Пусть высота цилиндра и радиус цилиндра равны r. Тогда

длина окружности основания цилиндра равна 2πr, а площадь боковой
поверхности 2πr2. Образующая конуса равна

√
r2+ r2= r

√
2, а значит,

площадь его боковой поверхности равна πr2
√
2. Таким образом, площадь

боковой поверхностни конуса в
√
2 раз меньше площади боковой поверхности

цилиндра, то есть равна 900.
Ответ: 900.

Наконец, рассмотрим пример связи между элементами шара и конуса.

Пример 11. Конус вписан в шар. Радиус основания конуса равен
радиусу шара. Объём шара равен 180. Найдите объём конуса.

Решение.

Обозначим радиус шара через r. Тогда его объём равен
4πr3

3
. Радиус

основания конуса равен радиусу шара, следовательно, основание конуса —
большой круг шара. Значит, центр шара и центр основания конуса совпадают,
а высота конуса равна r. Таким образом, площадь основания конуса равна πr2,

а его объём равен
πr3

3
, то есть в четыре раза меньше объёма шара. Получаем,

что объём конуса равен 45.
Ответ: 45.
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