
Подготовка к заданию 4 профильного ЕГЭ

Задание 4 профильного ЕГЭ по математике представляет собой задачу
по теории вероятностей. Теория вероятностей — один из наиболее важных
прикладных разделов математики. Многие явления окружающего нас мира
поддаются описанию только с помощью теории вероятностей.

Ниже приводится разбор основных типов задач, возникающих
на экзамене, а также некоторых чуть более сложных задач, требующих
знания некоторых вероятностных формул и законов.

Начнём с задач на элементарную теорию вероятностей. В таких
задачах рассматриваются случайные эксперименты с равновозможными
элементарными событиями. Для решения таких задач требуется понять,
что является случайным экспериментом, сколько в нём элементарных
событий N , найти число N(A) элементарных событий, благоприятствующих
интересующему нас событию A, и вычислить вероятность по формуле

P
(
A
)
=

N
(
A
)

N
.

Разберём несколько примеров.

Пример 1. В сборнике билетов по биологии всего 55 билетов,
в 11 из них встречается вопрос по теме «Ботаника». Найдите вероятность
того, что в случайно выбранном на экзамене билете школьнику достанется
вопрос по теме «Ботаника».

Решение.
Выбор билета на экзамене — случайный эксперимент, в котором билеты

соответствуют равновозможным элементарным событиям. Равновозможность
возникает из-за условий организации проведения экзамена — обычно
экзаменационные билеты одинаковы с виду, и преподаватель перемешивает
их. Поэтому выбор билета на экзамене — чисто случайный выбор. По условию
в эксперименте всего N =55 равновозможных элементарных событий,
и N

(
A
)
=11 из них благоприятствуют событию

A = {в билете есть вопрос по теме «Ботаника»}.

Следовательно,

P
(
A
)
=

N
(
A
)

N
=

11

55
= 0,2.

Ответ: 0,2.

Пример 2. В среднем из 1000 садовых насосов, поступивших в продажу,
5 подтекают. Найдите вероятность того, что один случайно выбранный
для контроля насос не подтекает.

Решение.
Средняя частота события равна его вероятности. Когда говорят,

что событие наступает в среднем x раз из 1000, тем самым утверждают,
что вероятность события равна

x

1000
.
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Поэтому условие задачи следует понимать так: вероятность события

A = {случайно выбранный насос подтекает}

равна P
(
A
)
=

5

1000
=0,005. Значит, вероятность противоположного

события A= {случайно выбранный насос не подтекает} равна

P
(
A
)
= 1−P

(
A
)
= 1− 0,005 = 0,995.

Ответ: 0,995.

Пример 3. Вероятность того, что новая шариковая ручка пишет плохо
или вовсе не пишет, равна 0,21. Покупатель, не глядя, берёт одну шариковую
ручку из коробки. Найдите вероятность того, что эта ручка пишет хорошо.

Решение.
В этой задаче практически ничего не нужно считать. Нужно

лишь внимательно прочесть условие: дана вероятность одного события,
а спрашивают вероятность противоположного.

По условию вероятность события

A = {случайно выбранная ручка не пишет или пишет плохо}

равна P
(
A
)
=0,21. Это значит, что вероятность противоположного

события A= {случайно выбранная ручка пишет хорошо} равна

P
(
A
)
= 1−P

(
A
)
= 1− 0,21 = 0,79.

Ответ: 0,79.

Пример 4. В соревнованиях по толканию ядра участвуют 4 спортсмена
из Финляндии, 7 спортсменов из Дании, 9 спортсменов из Швеции и 5 —
из Норвегии. Порядок, в котором выступают спортсмены, определяется
жребием. Найдите вероятность того, что спортсмен, выступающий последним,
окажется из Швеции.

Решение.
Случайный эксперимент — выбор последнего спортсмена. Элементарные

события соответствуют спортсменам. Их всего N =4+7+9+5=25.
Случайность выбора следует из того, что проводится жеребьёвка.
Следовательно, элементарные события можно считать равновозможными.
Ровно N

(
A
)
=9 элементарных событий благоприятствуют событию

A = {последним будет выступать спортсмен из Швеции}.

Поэтому

P
(
A
)
=

N
(
A
)

N
=

9

25
= 0,36.

Ответ: 0,36.

Замечание. Обратим внимание на то, что жребий случайным
образом распределяет всех спортсменов по очереди выступления,
а не только последнего. Поэтому ни решение, ни ответ не изменились бы,
если бы спрашивалась вероятность того, что шведский спортсмен окажется
первым, четвёртым или любым другим в очереди.

2



Пример 5. Научная конференция проводится в 5 дней. Всего
запланировано 75 докладов — первые три дня по 17 докладов, остальные
распределены поровну между четвёртым и пятым днями. На конференции
планируется доклад профессора М. Порядок докладов определяется
жеребьёвкой. Какова вероятность того, что доклад профессора М. окажется
запланированным на последний день конференции?

Решение.
Случайный эксперимент в этой задаче состоит в определении дня,

когда назначен доклад профессора М. Элементарные события соответствуют
докладам. Всего элементарных событий N =75, они равновозможны,
поскольку порядок докладов определяется жребием.

Из условия следует, что на последние два дня назначено
75− 3 · 17=24 доклада, а на последний день — половина от этого числа,
то есть 12. Это число элементарных событий, благоприятствующих событию
A= {доклад профессора М. назначен на последний день}, то есть N

(
A
)
=12.

Тогда

P
(
A
)
=

N
(
A
)

N
=

12

75
= 0,16.

Ответ: 0,16.

В некоторых задачах может быть не очевидно, что является случайным
экспериментом, и невнимательность или нерациональное определение
случайного эксперимента может приводить к затруднениям при решении
задачи и даже ошибкам.

Пример 6. За круглый стол на 9 стульев в случайном порядке
рассаживаются 7 мальчиков и 2 девочки. Найдите вероятность того, что обе
девочки будут сидеть рядом.

Решение.
В этой задаче случайным экспериментом можно считать выбор

случайного порядка, в котором мальчики и девочки сели за стол.
Элементарные события соответствуют возможным рассадкам. Все различные
рассадки можно пересчитать. Можно пересчитать также все рассадки,
в которых девочки окажутся рядом. Это возможно, но не очень просто.

Рассмотрим другой случайный эксперимент. Будем считать, что одна
из девочек (пусть её зовут Катя) уже заняла какое-то место. Тогда возникает
гораздо более простой случайный эксперимент — выбор места за столом
для второй девочки (Оли). Всего мест, помимо занятого Катей, осталосьN=8,
из них рядом с Катей N

(
A
)
=2. Это и есть число элементарных событий,

благоприятствующих событию A= {девочки окажутся рядом}.
По условию рассаживаются дети в случайном порядке, поэтому

элементарные события равновозможны. Значит,

P
(
A
)
=

N
(
A
)

N
=

2

8
= 0,25.

Ответ: 0,25.
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Пример 7. В классе 26 учащихся, среди них два друга — Андрей
и Сергей. Учащихся случайным образом разбивают на 2 равные группы.
Найдите вероятность того, что Андрей и Сергей окажутся в одной группе.

Решение.
В этой задаче случайным экспериментом можно считать разбиение

класса на группы по 13 человек в каждой. Таких разбиений довольно много,
и теоретически можно пересчитать и сами разбиения, и количество таких
разбиений, когда Андрей и Сергей оказались вместе.

Но задача допускает более простое решение, если рассмотреть другой
случайный эксперимент. Нам всё равно, в какую группу попал Андрей (ведь
в какую-то группу он попал). Будем считать для определённости, что Андрей
попал в первую группу. Теперь рассмотрим случайный эксперимент, в котором
будем выбирать место для Сергея в первой или во второй группе.
При этом распределение всех прочих учеников класса не играет роли.

Элементарным событиям в таком случайном эксперименте
соответствуют «свободные места», которые остались в группах после
того, как Андрей занял своё место в первой группе. Всего свободных мест
для Сергея в двух группах N =25. В первой группе, в которую попал Андрей,
осталось N

(
A
)
=12 свободных мест. Это количество элементарных событий,

благоприятствующих событию

A = {Сергей окажется в первой группе},

которое совпадает с нужным нам событием «Андрей и Сергей окажутся
в одной группе». Элементарные события равновозможны, поскольку
по условию разбиение на группы случайное. Поэтому

P
(
A
)
=

N
(
A
)

N
=

12

25
= 0,48.

Ответ: 0,48.

Замечание. С самого начала ясно, что ответ должен быть близок к 0,5,
поскольку группы одинаковы и удаление из выбора Андрея несильно влияет
на шансы Сергея попасть в первую или вторую группу. Ответ 0,48 согласуется
со здравым смыслом. Если бы ответ получился далёким от 0,5, следовало бы
задуматься о возможной ошибке в рассуждениях или вычислениях.
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В следующих задачах требуется воспользоваться некоторыми правилами
и формулами вычисления вероятностей. При этом важно внимательно
прочитать условие и правильно его проинтерпретировать. Понять, какие
события являются независимыми, а какие нет, и какую формулу надо
применять в том или ином случае.

Пример 8. Перед началом футбольного матча судья бросает монетку,
чтобы определить, какая из команд начнёт игру с мячом. Команда «Физик»
играет три матча с разными командами. Найдите вероятность того, что в этих
играх «Физик» выиграет жребий ровно два раза.

Решение.
Предположим для определённости, что капитан «Физика» каждый раз

ставит на орла. Значит, нужно найти вероятность того, что при трёх бросках
монеты орёл выпадет ровно два раза. Это можно сделать по формуле
Бернулли, но можно и непосредственно, выписав все возможные элементарные
события случайного эксперимента «бросание трёх монет» и подчеркнув
те из них, которые соответствуют выпадению ровно двух орлов:

ООО, ООР, ОРО, ОРР, РОО, РОР, РРО и РРР.

Всего равновозможных элементарных событий N =8,
событию A= {выпало ровно два орла} благоприятствуют N

(
A
)
=3 из них.

Поэтому

P
(
A
)
=

N
(
A
)

N
=

3

8
= 0,375.

Ответ: 0,375.

Пример 9. Помещение освещается фонарём с двумя лампами.
Вероятность перегорания одной лампы в течение года равна 0,3. Найдите
вероятность того, что в течение года хотя бы одна лампа не перегорит.

Решение.
Следует считать, и это согласуется с жизненным опытом

и здравым смыслом, что лампочки перегорают независимо друг
от друга. Поэтому вероятность перегорания двух ламп в течение года
равна 0,3 · 0,3=0,09. Следовательно, вероятность противоположного
события 1− 0,09=0,91.

Запишем решение более формально. Обозначим через A
и B соответственно события «первая лампа перегорела»
и «вторая лампа перегорела». Тогда по условию P

(
A
)
=P

(
B
)
=0,3

и P
(
A∩B

)
=P

(
A
)
·P

(
B
)
=0,09. Требуется найти вероятность события A∪B

или, что то же самое, события A∩B:

P
(
A∩B

)
= 1−P

(
A∩B

)
= 1− 0,09 = 0,91.

Ответ: 0,91.
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Пример 10*. В торговом центре два одинаковых автомата продают
кофе. Вероятность того, что к концу дня в автомате закончится кофе,
равна 0,3. Вероятность того, что кофе закончится в обоих автоматах,
равна 0,12. Найдите вероятность того, что к концу дня кофе останется в обоих
автоматах.

Решение.
Казалось бы, автоматы должны работать независимо. Но это не так,

если автоматы расположены в одном торговом центре. Ведь если вышел
из строя один, то нагрузка на другой растёт, и вероятность его отказа
повышается. Поэтому недостаточно в условии было указать вероятность
отказа каждого отдельного автомата; вероятность совместного отказа также
важна.

Для решения можно воспользоваться диаграммой Эйлера или формулой
сложения вероятностей. Пойдём вторым путём. Обозначим через A и B
соответственно события «кофе кончился в первом автомате» и «кофе
кончился во втором автомате». Тогда по условию P

(
A
)
=P

(
B
)
=0,3

и P
(
A∩B

)
=0,12. Требуется найти вероятность события A∩B

или, что то же самое, события A∪B. Начнём с вероятности объединения:

P
(
A∪B

)
= P

(
A
)
+P

(
B
)
−P

(
A∩B

)
= 0,3+0,3− 0,12 = 0,48.

Следовательно, P
(
A∪B

)
=1− 0,48=0,52.

Ответ: 0,52.

Пример 11*. Биатлонист пять раз стреляет по мишеням. Вероятность
попадания в мишень при одном выстреле равна 0,8. Найдите вероятность
того, что биатлонист первые три раза попал в мишени, а последние
два промахнулся. Результат округлите до сотых.

Решение.
Случайный эксперимент состоит из пяти отдельных независимых

и одинаковых испытаний — выстрелов. По условию вероятность успеха
(попадания) при каждом отдельном выстреле равна p=0,8. Тогда вероятность
неудачи — промаха — равна q=1− p=0,2.

Событие «биатлонист первые три раза попал в мишени, а последние
два промахнулся» задаётся последовательностью УУУНН (три успеха
и две неудачи). По правилу произведения вероятностей

P
(
УУУНН

)
= p3q2 = 0,83 · 0,22 = 0,512 · 0,04 = 0,02048.

Осталось округлить результат до сотых.
Ответ: 0,02.
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Пример 12*. Две фабрики выпускают одинаковые стёкла
для автомобильных фар. Первая фабрика выпускает 45 % этих стёкол,
вторая — 55 %. Первая фабрика выпускает 3 % бракованных стёкол,
а вторая — 1 %. Найдите вероятность того, что случайно купленное
в магазине стекло окажется бракованным.

Решение.
Задачу удобно решить с помощью дерева. От начальной вершины S

проведём два ребра S− 1 и S− 2, соответствующие двум фабрикам,
и подпишем вероятности около этих рёбер. Поскольку первая фабрика
выпускает 45 % стёкол, вероятность того, что случайно выбранное стекло
произведено на первой фабрике, равна 0,45. Аналогично, вероятность того,
что случайно выбранное стекло сделано на второй фабрике, равна 0,55.

От каждой из двух полученных вершин проведём ещё по два
ребра: к точкам Б (брак) и К (качественное стекло) и подпишем
вероятности, пользуясь данными условия. Доля 3 % брака на первой фабрике
означает, что случайное стекло, сделанное на первой фабрике, оказывается
бракованным с вероятностью 0,03. Аналогично, вероятность брака на второй
фабрике равна 0,01.

Событие A= {случайно выбранное стекло бракованное} отмечено
на рисунке закрашенной областью, и ему благоприятствуют элементарные
события (цепочки) S− 1−Б и S− 2−Б. Вероятность этих событий можно
найти, пользуясь правилом умножения вероятностей:

P
(
A
)
= P

(
S− 1−Б

)
+P

(
S− 2−Б

)
= 0,45 · 0,03+0,01 · 0,55 = 0,019.

Другой способ решения формальный и опирается на формулу
полной вероятности. Обозначим событие «стекло сделано на первой фабрике»
через B. Тогда

P
(
A
)
= P

(
A
∣∣B)
·P

(
B
)
+P

(
A
∣∣B)
·P

(
B
)
= 0,03 · 0,45+0,01 · 0,55 = 0,019.

Ответ: 0,019.
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Пример 13*. При артиллерийской стрельбе автоматическая система
делает выстрел по цели. Если цель не уничтожена, то система делает
повторный выстрел. Выстрелы повторяются до тех пор, пока цель не будет
уничтожена. Вероятность уничтожения некоторой цели при первом выстреле
равна 0,4, а при каждом последующем — 0,6. Какое наименьшее количество
выстрелов потребуется для того, чтобы вероятность уничтожения цели была
не менее 0,8?

Решение.
Рассмотрим событие A= {цель не уничтожена при n выстрелах},

которое состоит в том, что сперва случился первый промах
(с вероятностью 0,6), а затем ещё n− 1 промахов, причём вероятность
каждого равна 0,4. Вероятность события A можно выразить через n:

P
(
A
)
= 0,6 · 0,4n−1.

Вероятность уничтожения цели (событие A) не меньше, чем 0,8 тогда
и только тогда, когда вероятность противоположного ему события A меньше,
чем 0,2. Решим в целых числах неравенство P

(
A
)
< 0,2, то есть неравенство

0,6 · 0,4n−1 < 0,2.

При n=2 левая часть равна 0,6 · 0,4=0,24, и это больше, чем 0,2
а при n=3 неравенство уже выполняется:

0,6 · 0,16 = 0,096 < 0,2.

Ответ: 3.
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Наконец, приведём пример задачи на геометрическую вероятность.

Пример 14. Механические часы с двенадцатичасовым циферблатом
в какой-то момент сломались и перестали идти. Найдите вероятность того,
что часовая стрелка остановилась, достигнув отметки 10, но не дойдя
до отметки 1.

Решение.

В этой задаче мы сталкиваемся с так называемой геометрической
вероятностью. События отождествляются с геометрическими фигурами.
В данном случае мы будем отождествлять события и дуги окружности
часового циферблата. Вероятность того, что часовая стрелка остановится
внутри какой-либо дуги, прямо пропорциональна длине этой дуги. Иными
словами, часовая стрелка может замереть с равными шансами внутри
любого из двух участков циферблата, если только эти участки имеют
одинаковую угловую меру. Говоря совсем просто, скажем, что равным
дугам соответствуют равные вероятности, а угловая мера всей окружности
циферблата равна L=360◦.

Событию «часовая стрелка остановилась между 10 часами и 1 часом»
соответствует дуга AB мерой LAB =90◦ (см. рис.). Поэтому искомая
вероятность равна

P
(
AB

)
=

LAB

L
=

90◦

360◦
= 0,25.

Ответ: 0,25.
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