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Тема. Деление многочлена на двучлен. Схема Горнера 

 

Литература: [1] гл. 1 §1, [2] гл. 14 §1, §4, [3] гл. 5 §22, §23, [4] гл. 2 §10, 

§12, [5] гл. 5 §22 п. 3. 

Решение задач 

 

Задание № 1.  Многочлен f (x) =3x
4
-5x

2
+3x-1 разделите на х-x0 с остатком, 

используя схему Горнера: а)  x0 =2, б) x0 =-2. 

Решение. 

 а) При заполнении первой строки этой схемы нельзя забывать о нулевых 

коэффициентах многочлена.  

Коэффициенты f (x) соответственно равны 3, 0, - 5, 3, - 1. И еще следует 

помнить, что степень не полного частного на единицу меньше степени 

многочлена f (x). 

Итак, выполняем деление по схеме Горнера: 

 3 0 -5 3 -1 

2 3 6 7 17 33 

 

Получим неполное частное s(x) =3x
3
+6x

2
+7x+17 и остаток r=33. Заметим, 

что одновременно мы вычислили значение многочлена  f (2) =33. 

б) Разделим теперь тот же многочлен f (x) на х+2 с остатком. В этом 

случае  получим: 

 3 0 -5 3 -1 

-2 3 -6 7 -11 21 

 

В результате имеем f (x) = (x+2) (3x
3
-6x

2
+7x-11) +21, f (-2) =21. 

Ответ: а)  f (x) = (x-2) (3x
3
-6x

2
+7x-11) +33,  f (2) =33, 

             б)  f (x) = (x+2) (3x
3
-6x

2
+7x-11) +21,  f (-2) =21. 
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Задание № 2. Выясните,  является ли число 2 корнем многочлена  

f (x) =x
5
-5x

4
+3x

3
+22x

2
-44x+24, и если да, найти его кратность.  

Решение.  

Чтобы ответить на первый вопрос, проверим с помощью схемы Горнера, 

делится ли f (x) на х-2. имеем: 

 1 -5 3 22 -44 24 

2 1 -3 -3 16 -12 0 

 

Как видим, остаток при делении f (x) на х-2 равен 0, т.е. делится на х-2. 

Значит, 2 - корень этого многочлена.  

Кроме того, получили, что f (x) = (x-2) (x
4
-3x

3
-3x

2
+16x-12). Теперь 

выясним, является ли f (x) на (х-2) 
2
. Это зависит от делимости многочлена g (x) 

=x
4
-3x

3
-3x

2
+16x-12 на х-2. Снова воспользуемся схемой Горнера: 

 1 -3 -3 16 -12 

2 1 -1 -5 6 0 

 

Получили, что g (x) делится на х-2 и g (x) = (x-2) (x
3
-x

2
-5x+6).  

Тогда f (x) = (x-2) 
2
 (x

3
-x

2
-5x+6). 

 Итак, f (x) делится на (х-2) 
2
, теперь нужно выяснить, делится ли f (x) на (x-2) 

3
.  

Для этого проверим, делится ли h (x) =x
3
-x

2
-5x+6 на х-2: 

 1 -1 -5 6 

2 1 1 -3 0 

 

Получили, что h (x) делится на х-2, а значит, f (x) делится на (х-2) 
3  

без 

остатка, т.е.   f (x) = (x-2) 
3
 (x

2
+x-3). 

Далее аналогично проверяем, делится ли f (x) на (х-2) 
4
, т.е. делится ли      

s (x) =x
2
+x-3 на х-2: 

 1 1 -3 

2 1 3 3 
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Находим, что остаток при делении s (x) на х-2 равен 3, т.е. s (x) не делится 

на х-2. Значит, f (x) не делится на (х-2) 
4
. 

Таким образом, f (x) делится на (х-2) 
3
, но не делится на (х-2) 

4
. 

Следовательно, число 2 является корнем кратности 3 многочлена f (x). 

Обычно проверку корня на кратность выполняют в одной таблице. Для 

данного примера эта таблица имеет следующий вид: 

 1 -5 3 22 -44 -24 

2 1 -3 -3 16 -12 0 

2 1 -1 -5 6 0 

2 1 1 -3 0 

2 1 3 3 

 

Другими словами, по схеме Горнера деление многочлена f (x) на х-2, во 

второй строке мы получим коэффициенты многочлена g (x). Затем эту вторую 

строку считаем первой строкой новой системы Горнера и выполняем деление   

g (x) на х-2 и т.д. продолжаем вычисления до тех нор, пока не получим остаток, 

отличный от нуля. В этом случае кратность корня равна числу полученных 

нулевых остатков. В строке, содержащей последний ненулевой остаток, 

находится и коэффициенты частного при делении f (x) на (x-2) 
3
. 

Ответ: число 2 является корнем кратности 3. 

 

Задание № 3. Пользуясь схемой Горнера, разложить многочлен )(xf  по 

степеням ax   и найти значения многочлена и всех его производных в точке 

ax  : 

13)1(6)1()( 4  xxxf , 2a . 

Решение.  

По условию задачи надо найти такие коэффициенты 0
Q , 1

Q , 2
Q , 3

Q , 4
Q , 

чтобы 

01

2

2

3

3

4

4
)2()2()2()2()( QxQxQxQxQxf  . 
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Заметим, что 0
Q  равен остатку от деления )(xf  на 1)1(2  xx , а частное – 

многочлен 12

2

3

3

4
)2()2()2()( QxQxQxQxg  , 1

Q – остаток от деления 

)(xg  на 2x  и т.д. 

Весь процесс вычисления по схеме Горнера можно записать в виде 

следующей таблицы: 

 1 0 0 6 13  

1 1 1 1 7 20 
0

Q  

1 1 2 3 10 
1

Q   

1 1 3 6 
2

Q    

1 1 4 
3

Q     

1 1 
4

Q      

Таким образом, 20)2(10)2(6)2(4)2()( 234  xxxxxf . 

По формуле Тейлора: 

( )(2)
( 0,1, 2, 3, 4).

!

k

k

f
Q k

k
   

Отсюда 

0(2) 0! 20,f Q    

( )

1(2) 1! 10,If Q    

( )

2(2) 2! 12,IIf Q    

( )

3(2) 3! 24,IIIf Q    

( )

4(2) 4! 24,IVf Q    

0)2()( mf , для ; 5.m m    

Ответ: 20)2(10)2(6)2(4)2()( 234  xxxxxf . 

20)2( f , 10)2()( If , 12)2()( IIf , 24)2()2( )()(  IVIII ff , 

( )(2) 0 ( 5, 6, ...).mf m   
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Задания для самостоятельной работы 

 

1. Пользуясь схемой Горнера, выполните деление с остатком: 

1) 53872 245  xxxx  на 2x , 

2) 118623 346  xxxx  на 5,1x , 

3) 9050248 234  xxxx  на 2x , 

4) 73)1(2 234  xxiixx  на ix  , 

5) 
4 3 22 (1 ) 3 7x ix i x x      на ix  , 

6) ixiixxix 2)1(5)2(4 345   на ix 1 . 

 

2. Пользуясь схемой Горнера, разложить многочлен )(xf  по степеням 

0
xx : 

1) 3232)( 234  xxxxxf , 1
0

x , 

2) 2424127)( 234  xxxxxf , 2
0
x , 

3) 7)1(3)1(2)1()( 234  xxxxf , 2
0
x , 

4) 3)3(2)3(2)3(3)3(5)3()( 2345  xxxxxxf , 2
0
x , 

5) 1)3(7)3(5)3()( 34  xxxxf , 0
0
x , 

6) ixxiixxxf 3)1(2)( 234  , ix 
0

, 

7) ixxiixxxf 3)1(2)( 234  , ix 
0

. 

 

3. Пользуясь схемой Горнера, данную дробь представьте в виде суммы 

простейших дробей: 

1) 
4 3 2

5

( 2) 2( 2) 4( 2) 2( 2) 7

( 3)

x x x x

x

       


, 

2) 
4 3 2

6

( 4) 3( 4) 2( 4) 2( 4) 3

( 5)

x x x x

x

       


, 

3) 
4 3 2

6

( 4) 2( 4) 3( 4) 2( 4) 5

( 2)

x x x x

x

       


, 
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4) 
4 2

5

( 5) ( 5) 8

( 7)

x x

x

   


, 

5) 
5 3 2

7

( 3) 5( 3) 2( 3) 2( 3) 3

( 2)

x x x x

x

       


, 

6) 
4 3

6

( 3) 5( 3) 7( 3) 1

( 2)

x x x

x

     

 .
 

 

4. Пользуясь схемой Горнера, найти кратность корня 
0

x  многочлена 

)(xf : 

1) 8122116)( 2345  xxxxxxf , 2
0

x , 

2) 1212145)( 234  xxxxxf , 1
0

x , 

3) 16168167)( 2345  xxxxxxf , 2
0

x , 

4) 412946)( 2346  xxxxxxf , 1
0

x , 

5) 4880405)( 245  xxxxxf , 2
0
x  

6) 84275)( 2345  xxxxxxf , 2
0
x . 

 

5. Пользуясь схемой Горнера, разложить многочлен )(xf  по степеням 

ax   и найти значение многочлена и всех его производных в точке ax  : 

1) 56283)( 234  xxxxxf , 3a , 

2) 7)1()1(2)1(4)1(3)1(2)( 2345  xxxxxxf , 2a  

3) 5643)( 234  xxxxxf , 2a , 

4) 3)2(3)2(4)2(5)2()( 234  xxxxxf , 3a , 

5) 1372)( 234  xxxxxf , 2a , 

6) 16168167)( 2345  xxxxxxf , 2a , 

7) 20)2(10)2(6)2(4)2()( 234  xxxxxf , 1a . 
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 Тема. Многочлены над полем. Теорема о делении с остатком 

 

Литература: [1] гл. 2 §1, [2] гл. 14 §2, [3] гл. 5 §20, [4] гл. 2 §8.  

 

Решение задач 

 

Задание № 1. Многочлен )(xf  не содержит членов четной степени. 

Остаток от деления этого многочлена на 3x  равен 3. Найти остаток от 

деления многочлена )(xf  на 92 x . 

Решение.  

Многочлен )(xf  можно представить в виде 

)()()9()( 2 xrxqxxf  ,  

где )(xq  – неполное частное, )(xr  – остаток. 

Так как степень делителя равна 2, то степень остатка не превышает 1, тогда 

BAxxr )( . Отсюда 

BAxxqxxf  )()9()( 2      (1)  

По условию )(xf  при делении на 3x  дает в остатке 3. Тогда по теореме 

Безу 3)3( f . Так как многочлен )(xf  не содержит ни одного члена четной 

степени, то 3)3()3(  ff . Придавая x  значения 3 и –3 из соотношения (1)  

получаем систему из двух уравнений соответственно: 


















,0

,1

;33

,33

B

A

BA

BA
 

т. е. остаток xx  01 . 

 

Ответ: остаток от деления многочлена )(xf  на )9( 2 x  равен x . 
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Задания для самостоятельной работы 

 

1. Остатки от деления многочлена )(xf  на 2x  и 3x , соответственно, 

равны 2 и 3. Найти остаток от деления этого многочлена на 652  xx . 

2. Найти остаток от деления 9799100 xxx  .на 12 x . 

3. Найти остаток от деления 9798100 xxx  .на 12 x . 

4. Найти остаток от деления многочлена )(xf  на xxx  23 2 , если число 1 

является двукратным корнем многочлена )(xf , свободный член которого 

равен 2. 

5. Найти остаток от деления многочлена )(xf  на xxx  23 2 , если число –1 

является двукратным корнем многочлена )(xf , свободный член которого 

равен 5. 

6. Найти остаток от деления многочлена )(xf  на 23 xx  , если последние два 

члена этого многочлена x3  и 1 , а остаток от деления многочлена )(xf  на 

1x  равен 7. 

7. Найти остаток от деления многочлена )(xf  на xxx 44 23  , если 

свободный член многочлена )(xf  равен 3 и число –2 является двукратным 

корнем этого многочлена. 

8. Остатки от деления многочлена )(xf  на 1x  и 2x , соответственно, 

равны 5 и 6. Найти остаток от деления этого многочлена )(xf  на 

232  xx . 

9. Найти остаток от деления многочлена 96979899100 xxxxx  .на xx 3 . 

10.  Найти остаток от деления многочлена 
13

13

14

14

16

16

222

xxx
 .на 42 x . 

11.  Найти остаток от деления многочлена 
2

910

2432
x

xx
 .на 22 x . 

12.  Найти остаток от деления многочлена 969798100 xxxx  .на xx 3 . 



11 

13.  Найти остаток от деления многочлена )(xf  на 23 xx  , если коэффициенты 

многочлена )(xf  при первой и нулевой степени x  равны нулю и остаток 

от деления многочлена )(xf  на 1x  равен 2. 

14.  Свободный член многочлена )(xf  равен 3, этот многочлен при делении на 

1x  и 2x  дает равные остатки 2. Найти остаток от деления многочлена 

)(xf  на 3 23 2x x x  . 

15.  Многочлен )(xf , свободный член которого равен 1, не содержит ни 

одного члена нечетной степени. Найти остаток от деления многочлена 

)(xf  на xx 43  , если остаток от деления )(xf  на 2x  равен 3. 

16.   У многочлена )(xf  коэффициент при x  равен 2 и )(xf  не содержит ни 

одного члена четной степени. Найти остаток от деления многочлена )(xf  

на 23 xx  , если остаток от деления )(xf  на 1x  равен 3. 

17.   Остатки от деления многочлена )(xf  на 2x  и 2x  равны 4. Найти 

остаток от деления многочлена )(xf  на xx 43  , если свободный член )(xf  

равен 6. 

18.   Найти остаток от деления многочлена 
3

6

4

8

7

14

222

xxx
 .на 22 x . 

19.   Найти остаток от деления многочлена 
3

6

9

18

10

20

222

xxx
 .на )2( 2 xx . 

20.   Остатки от деления многочлена )(xf  на 1x , 2x , 3x , 

соответственно, равны 3, 2 и 2. Найти остаток от деления многочлена )(xf  

на )3)(2)(1(  xxx . 

21.   Многочлен )(xf  не содержит членов нечетной степени. Найти остаток от 

деления многочлена )(xf  на 92 x , если остаток от деления многочлена 

)(xf  на 3x  равен 4. 

22.   Свободный член многочлена )(xf  равен 3, )(xf  не содержит членов 

нечетной степени. Найти остаток от деления )(xf  на xx 43  , если остаток 

от деления этого многочлена на 2x  равен 5. 
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23.   Найти остаток от деления многочлена 124681092  xxxxxx  на 

3 2x x . 

24.   Найти остаток от деления многочлена 11997 x .на xx 3 . 

25.   Многочлен )(xf  не содержит членов четной степени. Остаток от деления 

этого многочлена на 2x  равен 5. Найти остаток от деления )(xf  на 

xx 43  . 

26.   Многочлен )(xf  не содержит членов четной степени. Остаток от деления 

этого многочлена на 3x  равен 3. Найти остаток от деления многочлена 

)(xf  на 92 x . 

27.   Найти остаток от деления многочлена 15681092  xxxxxx  на 

xx 3 . 

28.   Остатки от деления многочлена )(xf  на 1x , 2x , 3x , 

соответственно, равны 2, 2 и 3. Найти остаток от деления многочлена )(xf  

на )3)(2)(1(  xxx . 

29.   Многочлен )(xf  не содержит членов четной степени. Остаток от деления 

этого многочлена на 5x  равен 5. Найти остаток от деления многочлена 

)(xf  на xx 253  . 

30. Найти остаток от деления многочлена )(xf  на xxx 44 23  , если число 2 

является двукратным корнем многочлена )(xf , свободный член которого 

равен 8. 

 

Тема. Наибольший общий делитель многочленов. Алгоритм Евклида 

 

Литература: [1] гл. 2 §1, [3] гл. 5 §21, [4] гл. 2 §8. 

 

Решение задач 

Задание № 1. Пользуясь алгоритмом Евклида, для данных многочленов 

)(xf  и )(xg  подобрать многочлены )(xu  и )(xv  так, чтобы 
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),()()()()( xDxgxvxfxu   

где )(xD  – наибольший общий делитель многочленов )(xf  и )(xg : 

,252)( 34  xxxxf  

.2)( 234  xxxxxg  

Решение.  

Для нахождения НОД многочленов используем алгоритм Евклида. При 

этом чтобы избежать при вычислении дробных коэффициентов, как делимое, 

так и делитель можно умножать на любое рациональное число (т. к. НОД 

многочленов определяется с точностью до постоянного множителя). Сначала 

)(xf  разделим на )(xg  с остатком: 

)()()()( xrxhxgxf   

252_ 34  xxx  2234  xxxx  

42222 234  xxxx  2  

632 23  xxx  )(
1

xr  

 

Далее разделим )(xg  на )(
1

xr . 

 

2_ 234  xxxx  632 23  xxx  

xxxx 632 234   1x  

252_ 23  xxx   

632 23  xxx   

88  x  )(
2

xr  

 

1x  
)(

8

1
2

xr  

 

Разделим )(
1

xr  на )(
8

1
2

xr . 
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632_ 23  xxx  1x  

23 xx   632  xx  

xx 33_ 2    

xx 33 2    

66_ x   

66 x   

0   

Таким образом, НОД   1)(),(  xxgxf . 

Весь указанный процесс последовательного деления можно записать в 

виде схемы равенств алгоритма Евклида: 

1 1( ) ( ) ( ) ( ),f x g x h x r x    

1 2 2( ) ( ) ( ) ( ),g x r x h x r x    

1 2 3

1
( ) ( ) ( ),

8
r x r x h x    

2

1
( ) ( ).

8
D x r x   

Выразим из первого равенства )(
1

xr : )()()()(
11

xhxgxfxr  .  

Учитывая это, из второго равенства получим выражение )(
2

xr :  

 )())()()(()()()()()(
21212

xhxhxgxfxgxhxrxgxr  

)()())()(1)((
221

xhxfxhxhxg  . 

Отсюда            
8

)()(1
)(

8

)(
)()(

8

1
)( 212

2

xhxh
xg

xh
xfxrxD


 . 

Следовательно,  

4

1

8

2

8

)(
)( 2 

xh
xu , 

8

32

8

)1(21

8

)()(1
)( 21










xxxhxh
xv . 

Ответ: 1)(  xxD ; 
4

1
)( xu ; 

8

32
)(




x
xv . 
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Задания для самостоятельной работы 

 

1. Пользуясь алгоритмом Евклида, для данных многочленов )(xf  и 

)(xg  подобрать многочлены )(xu  и )(xv  так, чтобы 

)()()()()( xdxgxvxfxu  , где )(xd  – наибольший общий делитель 

многочленов )(xf  и )(xg : 

1) 242)( 234  xxxxxf , 

22)( 234  xxxxxg . 

2) 133)( 2345  xxxxxxf , 

22)( 34  xxxxg . 

3) 44116)( 234  xxxxxf , 

3385)( 234  xxxxxg . 

4) 13223)( 23457  xxxxxxxf , 

13)( 24  xxxg . 

5) 223)( 23  xxxxf , 

1)( 2  xxxg . 

6) 144)( 234  xxxxxf , 

1)( 2  xxxg . 

7) 4673)( 23  xxxxf , 

1)( 2  xxxg . 

8) 133)( 234  xxxxxf , 

1)( 2  xxxg . 

9) 1221225)( 2345  xxxxxxf , 

1735)( 23  xxxxg . 

10) 161412)( 235  xxxxxf , 

10102)( 23  xxxxg . 
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11) 35353727114)( 23456  xxxxxxxf , 

25102073)( 2345  xxxxxxg . 

12) 242)( 234  xxxxxf , 

22)( 234  xxxxxg . 

13) 446144363)( 234567  xxxxxxxxf , 

26733)( 346  xxxxxg . 

14) 35795)( 2345  xxxxxxf , 

122)( 234  xxxxxg . 

15) 13223)( 23457  xxxxxxxf , 

13)( 24  xxxg . 

16) 1)( 2456  xxxxxxf , 

xxxxg  35)( . 

17) 44116)( 234  xxxxxf , 

3385)( 234  xxxxxg . 

18) xxxxxxxf 61214115)( 23456  , 

3913115)( 2345  xxxxxxg . 

19) 442)( 34  xxxxf , 

22)( 234  xxxxxg . 

20) 35795)( 2345  xxxxxxf , 

122)( 234  xxxxxg . 

21) 1221225)( 2345  xxxxxxf , 

1735)( 23  xxxxg . 

22) 133)( 2345  xxxxxxf , 

22)( 34  xxxxg . 

23) 35353727114)( 23456  xxxxxxxf , 

25102073)( 2345  xxxxxxg . 
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24) 44116)( 234  xxxxxf , 

3385)( 234  xxxxxg . 

25) 1)( 2456  xxxxxxf , 

xxxxg  35)( . 

26) 64)( 23  xxxxf , 

610)( 23  xxxxg . 

27) 161412)( 235  xxxxxf , 

10102)( 23  xxxxg . 

28) 446144363)( 234567  xxxxxxxxf , 

26733)( 346  xxxxxg . 

29) xxxxxxxf 61214115)( 23456  , 

3913115)( 2345  xxxxxxg . 

30) 22)( 456  xxxxxf , 

xxxxg  35)( . 

 

Тема. Кратные множители многочлена 

 

Литература: [1] гл. 2 § 3 п. 7; [3] гл. 10 § 48, гл. 9 § 3; [5] § 3 п. 5. 

 

Решение задач 

 

Задание №1. Отделите кратные множители многочлена:  

412946)( 2346  xxxxxxf . 

Решение.    

Найдем  производную многочлена:  

 121812246)( 235 xxxxxf  

)2324(6 235  xxxx . 
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Вычислим  )(),()(
1

xfxfxD   

412946_ 2346  xxxxx  2324 235  xxxx  

xxxxx 2324 2346   x  

410622 234  xxxx  )(
1

xr  

 

253 234  xxxx  
)(

2

1
1

xr  

Разделим с остатком )(
6

1
xf   на )(

2

1
1

xr . 

2324_ 235  xxxx  253 234  xxxx  

xxxxx 253 2345   1x  

4 3 2_ 3 5 2x x x x       

253 234  xxxx   

0   

  253)(),()( 234

1
 xxxxxfxfxD  

Вычислим  )(),()(
112

xDxDxD  , 3 2

1( ) 4 3 6 5.D x x x x      

Чтобы избегать дробных коэффициентов в частном и остатке предварительно 

делимое умножим на 4. 

8201244_ 234  xxxx  5634 23  xxx  

xxxx 5634 234   1//x  

8156 23  xxx   

3260244_ 23  xxx  
 

5634 23  xxx   

275427 2  xx  )(
2

xr  

 

122  xx  2

1
( )

27
r x   

Продолжаем процесс: 

5634_ 23  xxx  122  xx  

xxx 484 23   54 x  
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5105_ 2  xx   

5105 2  xx   

0   

Имеем  

  2 2

2 1 1( ) ( ), ( ) 2 1 ( 1) ,D x D x D x x x x       

2( ) 2( 1),D x x    

 3 2 2( ) ( ), ( ) ( 1).D x D x D x x    

Многочлен )1()(
3

 xxD  неприводим, этот множитель входит в )(
2

xD  и 

)(
2

xD . 

Так как кратность неприводимого многочлена в производном на единицу 

меньше, то )1( x  входит в )(
2

xD  с кратностью 2 , т.е 2

2
)1()(  xxD . 

Рассуждая аналогично, имеем, что )1( x  входит в )(
1

xD  с кратностью 3 , т.е.  

)()1()( 3

1
xxxD  . 

2
)1(

253

)1(

)(
)(

3

234

3

1 






 x

x

xxxx

x

xD
x  

Таким образом, )2()1()( 3

1
 xxxD . 

В )(xf  )1( x  входит с кратностью 4 , а )2( x  с кратностью 2 . Очевидно, что 

24 )2()1()(  xxxf         (2)  

 

Алгоритм отделения следующий: 

1
3
D ;   1)(),(

334
 xDxDD . 

6 4 3 2
2

1 4 3 2

1

( ) 6 4 9 12 4
( ) 2,

( ) 3 5 2

f x x x x x x
E x x x

D x x x x x

    
    

   
 

4 3 2
21

2 2

2

( ) 3 5 2
( ) 2,

( ) 2 1

D x x x x x
E x x x

D x x x

   
    

 
 

2

2
3

3

( ) 2 1
( ) 1,

( ) 1

D x x x
E x x

D x x

 
   


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3
4

4

( ) 1
( ) 1,

( ) 1

D x x
E x x

D x


     

5 4( ) ( ) 1,E x D x   

1
1

2

( )
1,

( )

E x
X

E x
   

2

2
2

3

( ) 2
2,

( ) 1

E x x x
X x

E x x

 
   


 

3
3

4

( )
1,

( )

E x
X

E x
   

4
4

5

( )
1,

( )

E x
X x

E x
    

424

4

3

3

2

21
)1()2()(  xxXXXXxf  совпадает с (2)  

Ответ: 2 4( ) ( 2) ( 1)f x x x   . 

 

Задания для самостоятельной работы 

 

 Отделить кратные множители многочлена: 

1) 412946 2346  xxxxx ; 

2) 4152010 245  xxxx ; 

3) 122 2345  xxxxx ; 

4) 4842 2456  xxxxx ; 

5) 1357753 234567  xxxxxxx ; 

6) 2422 2456  xxxxx ; 

7) 2422 2345  xxxxx ; 

8) 145  xxx ; 

9) 1432 2346  xxxx ; 

10) 133662 23456  xxxxxx ; 

11) 485 246  xxx ; 

12) 4842 2456  xxxxx ; 
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13) 485 2345  xxxxx ; 

14) 222345  xxxxx ; 

15) 254 246  xxx ; 

16) 2422 2345  xxxxx ; 

17) 23363 2356  xxxxx ; 

18) 125291824010 23456  xxxxxx ; 

19) 1246  xxx ; 

20) 222345  xxxxx ; 

21) 12242 2345  xxxxx ; 

22) 1084555 2345  xxxx ; 

23) 13553 2345  xxxxx ; 

24) 12232 2345  xxxx ; 

25) 485 2345  xxxxx ; 

26) 277251815 2346  xxxxx ; 

27) 13553 2345  xxxxx ; 

28) 84104 2345  xxxxx ; 

29) 122 2345  xxxxx ; 

30) 154756329 2345  xxxxx . 

 

Тема. Рациональные корни многочлена с целыми коэффициентами 

 

Литература: [1] гл. 5 § 1; [2] гл. 17 § 1; [3] гл. 10 § 57; [4] гл. 3 § 17; [5] гл. 7 

§ 32. 

 

Решение задач 

 

Задание № 1. Найти все рациональные корни многочлена:  

а)  f(x) = 6x
4
+13x

2
-24x

2
-8x+8, 

б) 152131710)( 2345  xxxxxxf . 
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Решение.  

Для нахождения рациональных корней многочлена )(xf  с целыми 

коэффициентами воспользуемся следующей теоремой: 

если несократимая дробь
 q

p
 является корнем многочлена с целыми 

коэффициентами, то p  является делителем свободного члена, а q  – 

делителем старшего коэффициента. 

Согласно теореме, рациональные корни этого многочлена находятся 

среди несократимых дробей вида 
q

p
, где p - делитель свободного члена a0=8, а 

q - делитель старшего коэффициента a4=6, при этом, если дробь 
q

p
 - 

отрицательная, то знак "-" будем относить к числителю. Значит,  можно сказать, 

что p- делитель числа 8, а q - положительный делитель числа 6. 

Так как делители числа 8 - это ±1, ±2, ±4, ±8, а положительными 

делителями числа 6 будут 1, 2, 3, 6, то рациональные корни рассматриваемого 

многочлена находятся среди чисел ±1, ±1/2, ±1/3, ±1/6, ±2, ±2/3, ±4, ±4/3, ±8, 

±8/3. Напомним, что мы выписали лишь несократимые дроби. 

Таким образом, мы имеем двадцать чисел - "кандидатов" в корни. 

Осталось только проверить каждое из них и отобрать те, которые 

действительно являются корнями. Но опять-таки придется сделать довольно 

много проверок. А вот следующая теорема упрощает эту работу. 

Если несократимая дробь 
q

p
  является корнем многочлена f (x) с целыми 

коэффициентами, то f(n) делится на nqp   для любого целого числа n при 

условии, что nqp  ≠0. 

Применим указанную теорему при n=1 и n=-1, т.е. если несократимая 

дробь 
q

p
  является корнем многочлена f (x), то f (1) делится на (p-q), а f (-1) 

делится на (p+q). Легко находим, что в нашем случае f (1) =-5, а f (-1) =-15. 
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Заметим, что заодно мы исключили из рассмотрения ±1. 

Итак, рациональные корни нашего многочлена следует искать среди 

чисел ±1/2, ±1/3, ±1/6, ±2, ±2/3, ±4, ±4/3, ±8, ±8/3. 

Рассмотрим p/q=1/2. Тогда p-q=-1 и f (1) =-5 делится на это число. Далее, 

p+q=3 и f (1) =-15 так же делится на 3. Значит, дробь 1/2 остается в числе 

"кандидатов" в корни. 

Пусть теперь p/q=- (1/2) = (-1)/2. В этом случае p-q=-3 и f (1) =-5 не 

делится на - 3. Значит, дробь - 1/2 не может быть корнем данного многочлена, и 

мы исключаем ее из дальнейшего рассмотрения. Выполним проверку для 

каждой из выписанных выше дробей, получим, что искомые корни находятся 

среди чисел 1/2, ±2/3, 2, - 4. 

Таким образом, довольно-таки простым приемом мы значительно сузили 

область поиска рациональных корней рассматриваемого многочлена. Ну, а для 

проверки оставшихся чисел применим схему Горнера: 

 6 13 -24 -8 8 

1/2 6 16 -16 -16 0 

 

Видим, что 1/2 - корень многочлена f (x) и f (x)=(x-1/2)(6x
3
+16x

2
-16x-16) = 

=(2x-1) (3x
3
+8x

2
-8x-8). Ясно, что все другие корни многочлена f (x) совпадают с 

корнями многочлена g(x)=3x
3
+8x

2
-8x-8, а значит, дальнейшую проверку 

"кандидатов" в корни можно проводить уже для этого многочлена. При этом 

мы несколько выиграем по времени в вычислениях, так как проверку будем 

выполнять для более "короткого" многочлена. Находим: 

 3 8 -8 -8 

2/3 3 10 -4/3 -80/9 

 

Получили, что остаток при делении g (x) на x-2/3 равен - 80/9, т.е. 2/3 не 

является корнем многочлена g (x), а значит, и f (x). 

Далее находим, что - 2/3 - корень  g(x) и g(x) = (3x+2) (x
2
+2x-4). Тогда  

f(x) = (2x-1) (3x+2) (x
2
+2x-4). Дальнейшую проверку можно проводить для 
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многочлена x
2
+2x-4, что, конечно, проще, чем для g (x) или тем более для f (x). 

В результате получим, что числа 2 и - 4 корнями не являются. 

Итак, многочлен f(x) =6x
4
+13x

3
-24x

2
-8x+8 имеет два рациональных корня: 

1/2 и - 2/3. 

Напомним, что описанный выше метод дает возможность находить лишь 

рациональные корни многочлена с целыми коэффициентами. Между тем, 

многочлен может иметь и иррациональные корни. Так, например, 

рассмотренный в примере многочлен имеет еще два корня: - 1±√5 (это корни 

многочлена х
2
+2х-4). А, вообще говоря, многочлен может и вовсе не иметь 

рациональных корней. 

б)  Делители старшего коэффициента - это ±1, ±2, ±5, ±10, а 

положительным делителем свободного члена будет 1. Тогда рациональные 

корни рассматриваемого многочлена находятся среди чисел ±1, ±1/2, ±1/5, 

±1/10. Сначала вычислим )1(f  и )1(f :  

(1) 10 17 13 2 5 1 36,f         

( 1) 10 17 13 2 5 1 0.f          

1  является корнем )(xf  и )()1()( xgxxf  , где )(xg  находим делением по 

схеме Горнера: 

 10 17 13 2 –5 –1  

–1 10 7 6 –4 –1 0  

 

Получили, что g(x)=10x
4
+7x

3
+6x

2
-4x-1.  Дальнейшую проверку "кандидатов" в 

корни  проведем уже для этого многочлена: 

 10 7 6 –4 –1 

-1 10 -3 9 -13 12≠0 

2

1  10 12 12 2 0 

2

1


 10 7 
2

17  
0   

5

1


 10 10 10 0  
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Итак, 
2

1
 и 

5

1
  являются корнями )(xg , при этом 

  101010
5

1

2

1
)( 2 

















 xxxxxg  или  1

5

1

2

1
10)( 2 

















 xxxxxg . 

Многочлен 12  xx  не имеет рациональных корней. 

Значит, рациональными корнями многочлена )(xf  являются числа 1 , 
2

1
, 

5

1
 . 

Ответ: а) 
1 2

;
2 3

 
 

 
,  б) 










5

1
;

2

1
;1 . 

 

Задания для самостоятельной работы 

 

 Найти все рациональные корни многочлена: 

1) 6056774224 234  xxxx ; 

2) 126478116 234  xxxx ; 

3) 1574 24  xxx ; 

4) 83335 234  xxxx ; 

5) 2418151310 234  xxxx ; 

6) 53338 234  xxxx ; 

7) 12267196 234  xxxx ; 

8) 65191024 2345  xxxxx ; 

9) 6056774224 234  xxxx ; 

10) 65191024 2345  xxxxx ; 

11) 12267196 234  xxxx ; 

12) 79192212173 23458  xxxxxx ; 

13) 1426 234  xxxx ; 

14) 2423 234  xxxx ; 

15) 184512877148 2345  xxxxx ; 

16) 3212146815 2345  xxxxx ; 

17) 1668 34  xxx ; 
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18) 152131710 2345  xxxxx ; 

19) 2423 234  xxxx ; 

20) 1426 234  xxxx ; 

21) 1574 24  xxx ; 

22) 4632 23  xxx ; 

23) 65191024 2345  xxxxx ; 

24) 5193836179 2345  xxxxx ; 

25) 2418151310 234  xxxx ; 

26) 53338 234  xxxx ; 

27) 83335 234  xxxx ; 

28) 3242 234  xxxx ; 

29) 83335 234  xxxx ; 

30) 2364 23  xxx . 

 

Тема. Симметрические многочлены 

 

Литература: [1] гл. 3 § 2; [3] гл. 15 § 2; [3] гл. 11 § 52; [4] гл. 4 § 22; [5] гл. 6 

§ 26. 

Решение задач 

 

Задание №1. Выразить многочлен  

)3)(3)(3(),,( 2

332

2

2

2

331

2

1

2

221

2

1321
xxxxxxxxxxxxxxxf   

через основные симметрические многочлены. 

Решение.  

Легко видеть, что данный многочлен симметрический и что он является 

произведением трех однородных многочленов второй степени, поэтому 

),,(
321

xxxf  однородный многочлен шестой степени. 

Основная теорема о симметрических многочленах.  
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Всякий симметрический многочлен ),...,(
21 n

xxxf  можно представить в виде 

многочлена от основных симметрических многочленов: 

1 1 2 3 ... ,nx x x x       

2 1 2 1 3 2 3 1... ,n nx x x x x x x x       

.............................  

1 2 3... .n nx x x x   

Высший член первого сомножителя 2

1
x , второго сомножителя также 2

1
x , 

третьего – 2

2
x . Следовательно, высший член ),,(

321
xxxf  равен их произведению 

2

2

4

1
xx . 

Найдем все наборы неотрицательных целых чисел 
1

k , 
2

k , 
3

k , 

удовлетворяющих условиям: 6
321
 kkk , 1 2 3k k k  , 

1 4k  . Для каждого 

такого набора 
1 2 3( , , )k k k  составим произведение 31 2

1 2 3

    , где 
211

kk  , 

321
kk  , 3 3 :k   

1
k  

2
k  

3
k  321

321

   

4 2 0 2

2

2

1
  

4 1 1 
3

3

1
  

3 3 0 3

2
  

3 2 1 
321

  

2 2 2 2

3
  

Согласно основной теореме о симметрических многочленах ),,(
321

xxxf  

можно представить в виде: 2

3321

3

23

3

1

2

2

2

1321
),,(  DCBAxxxf  , 

где A , B , C , D  – неопределенные коэффициенты. Для определения этих 

коэффициентов будем подставлять в это тождество различные числовые 

значения переменных 
1

x , 
2

x , 
3

x . При этом удобнее подставлять такие значения, 

для которых некоторые из многочленов 1 , 2 , 3  равны нулю. Результаты 

вычислений запишем в таблицу: 
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1
x  

2
x  

3
x  

1
  

2
  

3
  f  уравнения 

1 1 0 2 1 0 5 54  B  

1 1 –2 0 –3 –2 5 5427  DB  

2 2 –1 3 0 –4 20 2016108  DA  

1 1 1 3 3 1 125 81 27 27 9 125A B C D      

 

Получившаяся из уравнений система легко решается: 1B , 8D , 1A , 

2C , т.е. 2

3321

3

23

3

1

2

2

2

1321
82),,(  xxxf . 

Ответ: 2

3321

3

23

3

1

2

2

2

1321
82),,(  xxxf    

 

Задание № 2. Пусть 
1

 , 
2

 , 
3

  корни уравнения 0122 23  xxx . 

От корней данного уравнения вычислить значения симметрического 

многочлена 

2

31

2

3

2

1

2

32

2

3

2

2

2

21

2

2

2

1321
))(())(())((),,( xxxxxxxxxxxxxxxf  . 

 

Решение.  

Многочлен ),,(
321

xxxf  однородный четвертой степени и представлен в 

виде суммы трех слагаемых. Высший член первого слагаемого 4

1
x , высший 

член второго слагаемого 4

2
x , высший член третьего слагаемого 4

1
x . Так как 

высший член первого слагаемого равен высшему члену третьего слагаемого, то 

высший член многочлена ),,(
321

xxxf  равен сумме высших членов первого и 

третьего слагаемых, т.е 4

1
2x . 

Найдем все наборы неотрицательных целых чисел 
1

k , 
2

k , 
3

k , 

удовлетворяющих условиям: 4
321
 kkk , 1 2 3k k k  , 

1 4k  . 

Эти наборы вместе с набором показателей высшего члена впишем в 

следующую таблицу: 
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4 0 0 4

1
  

3 1 0 
2

2

1
  

2 2 0 2

2
  

2 1 1 
31

  

Справа указаны многочлены 
1

 , 
2

 , 
3

 , высшие члены которых 321

321

lll   

имеют показатели 
211

kkl  , 
322

kkl  , 
33

kl  . Тогда многочлен ),,(
321

xxxf  

можно представить через элементарные симметрические в виде: 

31

2

22

2

1

4

1321
2),,(  CBAf  . 

Для определения A , B , C  будем придавать 
1

x , 
2

x , 
3

x  различные значения 

и вычислим 
3211

xxx  , 
3231212

xxxxxx  , 
3213

xxx . 

Результаты запишем в таблицу: 

1
x  

2
x  

3
x  

1
  

2
  

3
  f  уравнения 

1 1 0 2 1 0 2 2011222 224  BA  

1 –1 0 0 –1 0 10 10)1( 2  B  

1 1 1 3 3 1 0 01333332 224  CBA  

Решая систему 















;1623927

,10

,3224

CBA

B

BA

     















.6

,10

,10

C

B

A

 

4 2 2

1 2 3 1 1 2 2 1 3( , , ) 2 10 10 6 ,f x x x           

по формулам Виета имеем: 

1
0

1

3211


a

a
 , 

2

1

0

2

3231212


a

a
 , 

2

1

0

3

3213


a

a
 , 

где 
0

a , 
1

a , 
2

a , 
.3

a  – коэффициенты исходного уравнения: 0122 23  xxx . 
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13
2

5

2

5
2

2

1
)1(6

2

1
10

2

1
)1(10)1(2),,(

2

24

321









f . 

Ответ: 1 . 

Задания для самостоятельной работы 

 

1. Выразите симметрические многочлены через основные 

симметрические многочлены: 

1) )(3222
321321

3

3

3

2

3

1
xxxxxxxxx  ; 

2) 4

3

4

2

4

1
xxx  ; 

3) 2

323

2

2

2

313

2

1

2

212

2

1
xxxxxxxxxxxx  ; 

4) 2

3

2

2

2

3

2

1

2

2

2

1

4

3

4

2

4

1
222 xxxxxxxxx  ; 

5) 4

3

2

2

2

3

4

2

4

3

2

1

2

3

4

1

4

2

2

1

2

2

4

1
xxxxxxxxxxxx  ; 

6) 3

3

2

2

2

3

3

2

3

3

2

1

2

3

3

1

3

2

2

1

2

2

3

1
xxxxxxxxxxxx  ; 

7) ))()(( 2

3

2

2

2

3

2

1

2

2

2

1
xxxxxx  ; 

8) 2

32

2

31

2

21
)()()( xxxxxx  ; 

9) ))()()(( 2

3

2

2

2

1323121
xxxxxxxxx  ; 

10) ))()()()()((
434241323121

xxxxxxxxxxxx  ; 

11) ))()((
324142314321

xxxxxxxxxxxx  ; 

12) ))()((
432143214321

xxxxxxxxxxxx  ; 

13) )()()(
21

3

331

3

232

3

1
xxxxxxxxx  ; 

14) 
3 3 3 3 3 3

1 2 1 2 1 3 1 3 2 3 2 3x x x x x x x x x x x x     ; 

15) 2

213

2

132

2

321
)()()( xxxxxxxxx  ; 

16) ))()()()()((
434232413121

xxxxxxxxxxxx  ; 

17) ))()((
21

2

331

2

232

2

1
xxxxxxxxx  ; 

18) 2

32

2

31

2

21
)()()( xxxxxx  ; 

19) ))()(( 2

331

2

1

2

332

2

2

2

221

2

1
xxxxxxxxxxxx  ; 

20) 4

3213

4

2132

4

1
xxxxxxxxx  ; 
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21) ))()(( 2

331

2

1

2

332

2

2

2

221

2

1
xxxxxxxxxxxx  ; 

22) ))()(( 2

3

2

2

2

3

2

1

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1
xxxxxxxxx  ; 

23) 3

3213

3

2132

3

1
xxxxxxxxx  ; 

24) )3)(3)(3( 2

332

2

2

2

331

2

1

2

221

2

1
xxxxxxxxxxxx  ; 

25) 2

21

3

3

2

31

3

2

2

32

3

1
)()()( xxxxxxxxx  ; 

26) )3)(3)(3( 2

332

2

2

2

331

2

1

2

221

2

1
xxxxxxxxxxxx  ; 

27) 2

21

2

3

2

31

2

2

2

32

2

1
)()()( xxxxxxxxx  ; 

28) )3)(3)(3(
21

2

331

2

232

2

1
xxxxxxxxx  ; 

29) 2

13

2

32

2

21
)2()2()2( xxxxxx  ; 

30) )()()( 2

2

2

13

2

3

2

12

2

3

2

21
xxxxxxxxx  . 

2. Вычислить сумму кубов корней уравнений: 

1) 0334  xx ; 

2) 0332 24  xx ; 

3) 01633 23  xxx ; 

4) 03833 23  xxx ; 

5) 03862 34  xxx ; 

6) 0626 34  xx . 

3. Пусть 
1

a , 
2

a , 
3

a  корни уравнения 0142 23  xxx . Вычислить: 

1) 3

323

3

2

3

313

3

1

3

212

3

1
aaaaaaaaaaaa  ; 

2) 2

323

2

2

2

313

2

1

2

212

2

1
aaaaaaaaaaaa  ; 

3) 2

3

2

2

2

3

2

1

2

2

2

1

4

3

4

2

4

1
222 aaaaaaaaa  ; 

4) ))()((
323121

aaaaaa  ; 

5) 2

32

2

31

2

21
)()()( aaaaaa  ; 

6) ))()((
21

2

331

2

232

2

1
aaaaaaaaa  ; 

7) 2

32

2

31

2

21
)()()( aaaaaa  ; 

8) 
321

3

3

3

2

3

1
3222 aaaaaa  ; 

9) 3

3

3

2

3

1

2

3

2

2

2

1
aaaaaa  . 
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4. Найти сумму четвертых степеней корней уравнения: 

1) 03422 34  xxx ; 

2) 03422 23  xxx ; 

3) 06422 23  xxx ; 

4) 0642 23  xxx ; 

5) 0122 23  xx ; 

6) 0363 23  xxx ; 

7) 014  xx . 

 

5. Пусть 
1

 , 
2

 , 
3

  корни уравнения 03  qpxx . Вычислить: 

1) ))()((
21

2

331

2

232

2

1
  ; 

2) 2

32

2

31

2

21
)()()(   ; 

3) 2

323

2

2

2

313

2

1

2

212

2

1
  ; 

4) 4

3213

4

2132

4

1
  ; 

5) )()()(
21

2

331

2

232

2

1
  ; 

6) 2

21

2

3

2

31

2

2

2

32

2

1
)()()(   ; 

7) 2

213

2

312

2

321
)()()(   . 

6. Пусть 
1

 , 
2

 , 
3

  корни уравнения 0
32

2

1

3

0
 axaxaxa . 

Вычислить: 

1) 2

32

2

31

2

21

4

1
)()()(   ; 

2) )2)(2)(2(
213312321

  ; 

3) 4

3

2

2

2

3

4

2

4

3

2

1

2

3

4

1

4

2

2

1

2

2

4

1
  ; 

4) ))()((
132231321

  ; 

5) 2

32

2

3

2

2

2

31

2

3

2

1

2

21

2

2

2

1
))(())(())((   ; 

6) 2

2132

2

3231

2

3121
))(())(())((   ; 

7) ))()((
21

2

331

2

232

2

1

4

0
 a ; 

8) ))()((
323121

3

0
 a . 
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Тема. Результант многочленов 

 

Литература: [1] гл. 2 § 1 п. 6; гл. 3 п. 2; [2] гл. 15 § 3; [3] гл. 11 § 54; [5] гл. 6 

§ 27. 

Решение задач 

 

Задание № 1. Вычислите результант многочленов 

f(x)=2x
4
-5x

2
-x-1,  g(x)=x

3
-3x

2
+1. 

Выясните, являются ли они взаимно простыми. 

Решение.  

Искомый результант имеет вид 

2 0 5 1 1 0 0

0 2 0 5 1 1 0

0 0 2 0 5 1 1

( , ) 1 3 0 1 0 0 0

0 1 3 0 1 0 0

0 0 1 3 0 1 0

0 0 0 1 3 0 1

R f g

 

 

 

 







 

Вычисляя этот определитель, находим, что R(f, g) =543≠0. Следовательно, 

многочлены  f  и g взаимно просты. 

Ответ: R(f, g) =543. Многочлены  f  и g взаимно просты. 

 

Задание № 2.  Используя результант, решить систему уравнений: 









0

,02
22

22

xyxyx

yxyxyx

.

 

Решение.  

Для исключения y  из данной системы каждое уравнение системы запишем 

по степеням y : 









0)(

,0)()12(
22

22

xxxyy

xxyxy
     (3)  
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Вычислим результант по переменной y  многочленов, стоящих в левых 

частях уравнений системы (3) . 

2 2

2 2

2

2

1 2 1 0 1 2 1 0

0 1 2 1 0 1 2 1
( , )

1 0 0 1 2 0

0 1 0 0 1 2

y

x x x x x x

x x x x x x
R f g

x x x x x

x x x x x

   

   
  

  

    

2 21 2 1 1 1 3

1 2 0 1 2 0

0 1 2 0 1 2

x x x x x

x x x x

x x x x

  

     

  
 

2 2 2 2 2 2 24 (1 ) ( 3 ) 2 (1 ) 4 (1 2 )( 3 ) 2 2x x x x x x x x x x x x x               

2 2 3 2 4 3 4 3 26 2 3 2 6 3 2x x x x x x x x x x x x x               

3 3 2( 1) ( 1) ( 1)( ) ( 1) ( 1)x x x x x x x x x x          . 

Приравниваем результант нулю 0
1
x  1

2
x . 

Пусть 0
1
x . Тогда 









0

,0
2

2

y

yy
     0y  

Пусть 1
2
x . Тогда 









02

,0
2

2

yy

yy
     02   – противоречие. 

Ответ: )0,0( . 

 

Задания для самостоятельной работы 

 

1. Используя результант, вычислить, при каких значениях параметра 

)(xf  и )(xg  имеют общий корень: 

1) 2)( 2  kxxxf , 1)1()( 2  xkxxg ; 

2) 5)( 2  kxxxf , 7)2()( 2  xkxxg ; 

3) kxxxf  3)( 2 , 14)( 2  kxxxg ; 

4) kxxxf  2)( 2 , kxxxg 25)( 2  ; 

5) kxxxf  2)( , 12)( 2  kxxxg ; 

6) kxxxf  3)( 2 , 32)( 2  kxxxg ; 
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7) kxxxf  2)( 2 , 62)( 2  kxxxg ; 

8) 2)( 2  kxxxf , 82)( 2  kxxxg ; 

9) kxxxf  3)( 2 , 32)( 2  kxxxg ; 

10) kxxxf  2)( 2 , 1)( 2  kxxxg . 

2. Используя результант, исключить x  из системы уравнений: 

1) 








;6

,3
22

22

xyyx

yxyx
 

2) 








;3

,2
22

22

xyyx

yxyx
 

3) 








;3

,1
22

22

yxyyx

yxyx
 

4) 








;32

,342
22

22

xyyx

yxyx
 

5) 








;6

,3
22

22

xyyx

yxyx
 

6) 








;3

,2
22

22

xyyx

yxyx
 

7) 








;3

,1
22

22

yxyyx

yxyx
 

8) 








.32

,342
22

22

xyyx

yxyx
 

3. Используя результат, исключить y  из системы уравнений: 

1) 








;6

,3
22

22

xyyx

yxyx
 

2) 








;3

,2
22

22

xyyx

yxyx
 

3) 








;3

,1
22

22

yxyyx

yxyx
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4) 








;32

,342
22

22

xyyx

yxyx
 

5) 








;6

,3
22

22

xyyx

yxyx
 

6) 








;3

,2
22

22

xyyx

yxyx
 

7) 








;3

,1
22

22

yxyyx

yxyx
 

8) 








.32

,342
22

22

xyyx

yxyx
 

4. Используя результант, решить систему уравнений: 

1) 








;0

,02
22

22

xyxyx

yxyxyx
 

2) 








;0

,02
22

22

xyxyx

yxyxyx
 

3) 








;0

,02
22

2

xyxyx

yxxyx
 

4) 








;0

,02
22

22

xyxyx

yxyxyx
 

5) 








;0

,0
22

22

yyxyx

xyxyx
 

6) 








;0

,0
22

22

yyxyx

xyxyx
 

7) 








;0

,0
22

22

yyxyx

xyxyx
 

8) 







.05428914

,0321347
22

22

yxxxyy

yxxxyy
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Тема. Уравнения третьей и четвертой степени 

 

Литература: [1] гл. 4 § 4; [2] гл. 16 § 3; [3] гл. 9 § 38; [4] гл. 1 § 5; [5] гл. 7 § 

30. 

Решение задач 

 

Задание № 1. Используя формулы Кардано, решить уравнение  

013219 23  xxx . 

Решение.  

Данное кубическое уравнение полное. Введем новое неизвестное так, 

чтобы коэффициент при второй степени неизвестного был равен нулю. Для 

этого достаточно левую часть уравнения разложить по степеням 
0

xx , где 

3
0

A
x


 , ( A  – коэффициент при 2x  в полном уравнении). Здесь 3

0
x . 

Используя схему Горнера, имеем: 

4)3(6)3(13219 323  xxxxx  

Подстановкой 3 xz  придем к неполному кубическому уравнению 

0463  zz    (4)  

Решение неполного уравнения запишем в виде vuz  , 

где 3

2


q
u , 3

2


q
v , 

274

32 pq
 , 

3

p
vu    (5)  

В полученном уравнении (4)  6p , 4q .  

Вычислим 484  .  3 22 iu  ; 3 22 iv  . 

Перейдем к тригонометрической форме записи комплексных чисел под 

радикалом, для извлечения корней: 

3 3
2 2 2 2 cos sin ,

4 4
i i

  
    

 
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3 3
2 2 2 2 cos sin .

4 4
i i

     
         

    
 

Отсюда  






















3

2
4

3

sin
3

2
4

3

cos2
k

i
k

u
k







, 0,1, 2;k   






















3

2
4

3

sin
3

2
4

3

cos2
k

i
k

v
k







, 0,1, 2.k   

При 0k  iiiu 





















 1

2

2

2

2
2

4
sin

4
cos2

0


. 

Все значения корней 3 22 i  можно получить умножением 
0

u  на все 

корни третьей степени из единицы, т.е. на 1 ; 
2

3

2

1
i ; 

2

3

2

1
i . 

Имеем  

iiu  11)1(
0

; 

iiiu 










































2

3

2

1

2

3

2

1

2

3

2

1
)1(

1
; 

iiiu 










































2

3

2

1

2

3

2

1

2

3

2

1
)1(

2
. 

Аналогично легко находим одно из значений кубического корня 3 2 2 .i   

iiv 
























 1

4
sin

4
cos2

0


 и умножаем его на числа 1 ; 

2

3

2

1
i ; 

2

3

2

1
i ; получаем:  

iv 1
0

; 

1

1 3 1 3
;

2 2 2 2
v i

   
       
   
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iv 




























2

3

2

1

2

3

2

1
2

. 

2)1()1(
00

 iivu , удовлетворяет условию (5) . 

Тогда 0 0 1 1 2.z u v i i        

10
vu  , 

20
vu  , 

01
vu  , 

02
vu  , 

11
vu  , 

22
vu   – не удовлетворяют условию (5) . 

Но 2
12
vu , отсюда 31

122
 vuz . 

2
21
vu , тогда 31

213
 vuz . 

Так как 3 xz , то 3 zx , отсюда: 

1323
11

 zx  

343313
22

 zx  

343313
33

 zx  

Ответ: 1 ; 34  ; 34 . 

 

Задание №2.   Методом Феррари решите уравнение  

03622 234  xxxx . 

Решение.  

Сначала дополним до полного квадрата первые два члена уравнения 

036)22( 2234  xxxxx  

Тогда 

36)( 242  xxxx       (6)  

Введем дополнительное неизвестное   так, чтобы в левой части уравнения 

стало 

2

2

2











xx . Для этого достаточно, чтобы к обеим частям уравнения (6)  

прибавить 

2

2

4


  xx . 

Приходим к уравнению 

  


















4
36

2

2

22

2

2 



xxxxxx . 
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Преобразуем правую часть к виду квадратного трехчлена: 

    
















 3

4
61

2

2

2

2

2 



xxxx     (7)  

Потребуем, чтобы правая часть (7)  была полным квадратом. Для этого 

необходимо и достаточно, чтобы дискриминант квадратного трехчлена правой 

части (7)  был равен нулю, т.е.  

   
2

2
6 4 1 3 0

4


 

 
     

 
     (8)  

048242 23    

Последнее уравнение легко раскладывается на множители методом 

группировки (в противном случае воспользуйтесь формулой Кордано, 

изложенной выше): 

0)2(24)2(2    

0)24)(2( 2    

Очевидно 2  корень уравнения (8) . Подставляя значение 2  в (7)  

приходим: 

44)1( 222  xxxx , 

222 )2()1(  xxx , 

0)2()1( 222  xxx , 

0)21)(21( 22  xxxxxx , 

0)12)(3( 22  xxx . 

Решение уравнения четвертой степени сводится к совокупности двух 

квадратных уравнений: 










012

,03
2

2

xx

x

.

 

Корни первого уравнения 3
2,1

ix  . Корни второго уравнения 21
4,3

x . 

Ответ:  21;21;3;3  ii . 
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Задания для самостоятельной работы 

 

1. Используя формулу Кардано, решить уравнение: 

1) 0463 23  xxx ; 

2) 0563912 23  xxx ; 

3) 0866 23  xxx ; 

4) 025306 23  xxx ; 

5) 018186 23  xxx ; 

6) 01133 23  xxx ; 

7) 02063 23  xxx ; 

8) 02793 23  xxx ; 

9) 01836 23  xxx ; 

10) 0593 23  xxx ; 

11) 03836 23  xxx ; 

12) 0236 23  xxx ; 

13) 016246 23  xxx ; 

14) 038213 23  xxx ; 

15) 03663 23  xxx ; 

16) 016123 23  xxx ; 

17) 0593 23  xxx ; 

18) 013219 23  xxx ; 

19) 07159 23  xxx ; 

20) 0196576 23  xxx ; 

21) 0133 23  xxx ; 

22) 018219 23  xxx ; 

23) 016249 23  xxx ; 

24) 013219 23  xxx ; 

25) 0933 23  xxx ; 

26) 0933 23  xxx ; 
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27) 013219 23  xxx ; 

28) 0133 23  xxx ; 

29) 0663 23  xxx ; 

30) 0133 23  xxx ; 

31) 0593 23  xxx ; 

32) 0233  ixx ; 

33) 023)21(33 23  ixixx ; 

34) 02463 23  ixxx ; 

35) 023)21(33 23  ixixx ; 

36) 0510)21(33 23  ixiixx . 

 

2. Методом Феррари решить уравнение: 

1) 0962 234  xxxx ; 

2) 0722 234  xxxx ; 

3) 03452 234  xxxx ; 

4) 03622 234  xxxx ; 

5) 039832164 234  xxxx ; 

6) 092836 34  xxx ; 

7) 0168232 234  xxxx ; 

8) 03234 234  xxxx ; 

9) 0122 234  xxxx ; 

10) 044112 234  xxxx ; 

11) 02232 234  xxxx ; 

12) 091284 234  xxxx ; 

13) 04874 234  xxxx ; 

14) 01102610 234  xxxx ; 

15) 01872 234  xxxx ; 

16) 01232 234  xxxx ; 

17) 032106 234  xxxx ; 
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18) 05242 234  xxxx ; 

19) 048204 234  xxxx ; 

20) 012644 234  xxxx ; 

21) 012344 234  xxxx ; 

22) 07282 234  xxxx ; 

23) 03242 234  xxxx ; 

24) 04472 234  xxxx ; 

25) 0122 234  xxxx ; 

26) 08422 234  xxxx ; 

27) 0121282 234  xxxx ; 

28) 05274 234  xxxx ; 

29) 0520218 234  xxxx ; 

30) 0241222 234  xxxx . 

 

Тема. Освобождение от алгебраической иррациональности в знаменателе 

дроби 

 

Литература: [1] гл. 5 § 2; [2] гл. 17 § 2; [4] гл. 4 § 2; [5] гл. 8 § 33. 

 

Решение задач 

 

Задание № 1. Освободиться от иррациональности в знаменателе дроби 

2 1



 
, если  

0553   . 

Решение.  

Знаменателю дроби поставим в соответствие многочлен 1)( 2  xxg . 

Заметим, что   – алгебраическое число, т.к.   корень многочлена 

55)( 3  xxxf  с рациональным коэффициентами и при этом, очевидно, 

неприводим над полем рациональных чисел. Отсюда )(xf  является 
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минимальным многочленом алгебраического числа  . 1))(),(( xgxf . 

Отсюда следует, что найдутся многочлены )(xu  и )(xv  с рациональными 

коэффициентами, удовлетворяющие условию: 

1)()()()(  xvxgxuxf      (9)  

Применим алгоритм Евклида. 

)()()( xrxxgxf  , где 54)(  xxr . 

31)54()()(16  xxrxg  

)54)()()(()(16)54)(()(1631  xxxgxfxgxxrxg  

)54)(()1654)((31 2  xxfxxxg  или 1)(
31

54
)(

31

1654 2







xf
x

xg
xx

,  

т.е. 
31

45
)(

x
xu


 , 

31

1654
)(

2 


xx
xv . 

Если в соотношении (9)  подставить x , то (т.к. 0)( f ) получим: 

1)()(  gv  или подробно:   1)1(
31

1654 2

2







.  

 






 


31

1654
)(

2 
v . 

Умножая числитель и знаменатель данной дроби на )(v , получим: 

31

1654

31

)1654(

1

)(

)()(

)(

1

232

2









 













v

vg

v
. 

По условию 0553      553   , то 

31

2045

31

165)55(4

1

22

2














. 

 

Ответ:  
31

2045 2  
. 
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Задания для самостоятельной работы 

 

1. Освободиться от алгебраической иррациональности в знаменателе 

дроби: 

1) 
33 4221

1


; 

2) 
221

1
4 

; 

3) 
15425

152
33

3




; 

4) 
153253

5
33

3


; 

5) 
1428

2
44

4


; 

6) 
3339

139
33

33




; 

7) 
2224

124
33

33




; 

8) 
25225

15
33

3




; 

9) 
3

2








, если 0224   ; 

10) 
3

2








, если 0333   ; 

11) 
3

2








, если 0553   ; 

12) 
3

2








, если 0234 234   ; 

13) 
12

13
2

2








, если 0133   ; 

14) 
12

13
2

2








, если 04323   ; 
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15) 
12

13
2

2








, если 0224   ; 

16) 
12

13
2

2








, если 0553   ; 

17) 
2

1








, если 0224   ; 

18) 
2

1








, если 024 25   ; 

19) 
2

1








, если 022 34   ; 

20) 
1

2








, если 022 34   ; 

21) 
1

2








, если 024 25   ; 

22) 
1

2








, если 0633   ; 

23) 
1

2








, если 04333   ; 

24) 
1

2








, если 024 25   ; 

25) 
12 


, если 0553   ; 

26) 
12 


, если 022 34   ; 

27) 
12 


, если 022 34   ; 

28) 
12 


, если 0224   ; 

29) 
12 


, если 0554   ; 

30) 
12 


, если 0633   ; 
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31) 
12 


, если 04323   ; 

32) 
12 


, если 0133   ; 

33) 
12 


, если 0224   ; 

34) 
12 


, если 0633   . 
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Вопросы к экзамену 

 

1. Свойства делимости в области целостности. 

2. Свойства главных идеалов кольца. Простые и составные элементы 

области целостности. 

3. Кольца главных идеалов, их свойства. 

4. Факториальные кольца, их свойства. Примеры. 

5. Евклидовы кольца. Свойства, примеры. 

6. НОД, НОК в кольце главных идеалов, свойства. 

7. Построение кольца многочленов от одной переменной. Алгебраическое 

и функциональное равенство многочленов. 

8. Деление многочлена на двучлен. Теорема Безу. Схема Горнера. 

9. Теорема о наибольшем возможном количестве корней многочлена. 

10. Теорема о делении с остатком. 

11. Алгоритм Евклида. Линейное представление НОД. 

12. Неприводимые над полем многочлены. Свойства, примеры. 

13. Формальная производная многочлена. Неприводимые кратные 

множители. 

14. Кратные корни многочлена. Отделение кратных корней. 

15. Построение кольца многочленов от нескольких переменных. 

16. Лексикографическое упорядочение членов многочлена. 

17. Симметрические многочлены. Основные леммы. 

18. Основная теорема о симметрических многочленах. Алгоритм. 

19. Результант многочленов. Исключение переменных с помощью 

результанта. 

20. Многочлены над полем комплексных чисел. Леммы. 

21. Основная теорема алгебры комплексных чисел. 

22. Многочлены над полем действительных чисел. 

23. Решение уравнений 3 степени. Решение уравнений 4 степени. 

24. Отделение действительных корней многочлена. Теорема Штурма. 

25. Многочлены над полем рациональных чисел. Критерий Эйзенштейна. 
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26. Простое алгебраическое расширение поля. 

27. Минимальный многочлен алгебраического над полем элемента, его 

свойства. 

28. Теорема о строении простого алгебраического расширения поля. 

Освобождение от алгебраической иррациональности в знаменателе 

дроби. 

29. Конечное расширение поля. Теорема о конечном расширении. 

30. Составное алгебраическое расширение. Простота составного 

алгебраического расширения.  



Для заметок 
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