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На этом уроке разберём задачи, связанные с подобием треугольников,
а также задачи, в которых представлены окружности.

Для доказательства подобия треугольников необходимо воспользоваться
одним из признаков подобия.

Пример 1. Основания BC и AD трапеции ABCD равны
соответственно 5 и 20, BD=10. Докажите, что треугольники CBD и BDA
подобны.

Доказательство.

A D

CB

Заметим, что
AD

DB
=

20

10
=2 и

DB

BC
=

10

5
=2.

Рассмотрим треугольники CBD и BDA. Углы ADB и DBC равны
как накрест лежащие при пересечении параллельных прямых AD и BC

секущей BD, и
AD

DB
=

DB

BC
=2.

Следовательно, треугольники CBD и BDA подобны по двум
пропорциональным сторонам и углу между ними.

Перейдём к разбору задач, связанных с окружностью.

Пример 2. Окружности с центрами в точках I и J не имеют общих
точек, и ни одна из них не лежит внутри другой. Внутренняя общая
касательная к этим окружностям делит отрезок, соединяющий их центры,
в отношении m :n. Докажите, что диаметры окружностей относятся как m :n.

Доказательство.
Пусть A и B — точки касания окружностей с общей касательной, O—

точка пересечения прямых AB и IJ .

I

J

A

B

O

Поскольку касательная перпендикулярна радиусу, проведённому в точку
касания, получаем ∠IAO=∠JBO=90◦.

В прямоугольных треугольниках AOI и BOJ углы AOI и BOJ равны
как вертикальные, поэтому данные треугольники подобны по двум углам.

Следовательно,
IA

JB
=

IO

JO
=
m

n
, значит, радиусы окружностей с центрами

в точках I и J относятся как m :n. Таким образом, диаметры этих
окружностей относятся как m :n.
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Часто в задачах окружность не даётся явно. В процессе решения
необходимо заметить, что определённые точки лежат на одной окружности,
и, построив эту окружность, получить полезное следствие.

Пример 3. В выпуклом четырёхугольнике ABCD углы BCA и BDA
равны. Докажите, что углы ABD и ACD также равны.

Доказательство.

A

D

CB

Рассмотрим окружность, описанную около треугольника ABC. Пусть
она пересекает луч BD в точке E. Тогда углы ACB и AEB равны
как вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу. Получаем, что
в треугольнике ADE внешний угол равен внутреннему углу, не смежному
с ним, значит, этот треугольник вырожденный и точки D и E совпадают.
Получаем, что точки A, B, C и D лежат на одной окружности. Углы
ABD и ACD являются вписанными и опираются на одну дугу AD, поэтому
∠ABD=∠ACD.

Разберём ещё один пример, в котором представлено доказательство
подобия треугольников и использование свойств окружности.

Пример 4. В треугольнике ABC с тупым углом ACB проведены высоты
AA1 и BB1. Докажите, что треугольники A1CB1 и ACB подобны.

Доказательство.

A

C

B1

B

A1

Поскольку угол ACB тупой, высоты AA1 и BB1 лежат вне треугольника,
поэтому их основания A1 и B1 лежат на продолжениях сторон BC и AC
соответственно. Заметим, что четырёхугольник AA1B1B является выпуклым,
поскольку его диагонали пересекаются.

Построим окружность с диаметром AB. Поскольку
∠AA1B=∠AB1B=90◦, точки A1 и B1 лежат на этой окружности. Вписанные
углы BA1B1 и BAB1 опираются на одну дугу B1B, поэтому они равны.
Аналогично, ∠AB1A1=∠ABA1. Значит, треугольники A1CB1 и ACB
подобны по двум углам.
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