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ПОНЯТИЕ О КРИВЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Общая характеристика линии второго порядка

Линией второго порядка называется линия, уравнение которой в декартовых ко-
ординатах является уравнением второй степени относительно текущих координат.

Общее уравнение второй степени записываем в виде

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (1)

Например: 1) x2 − 6y + y2 = 0 - кривая второго порядка
2) x ∗ y = 4 - кривая второго порядка
3) x+ 2y = 4 - прямая линия
4) x2 + y2 + 4 = 0 - линия, не имеющая реального

геометрического смысла
При соответствующем выборе декартовоой системы координат уравнение линии

второго порядка принимает один из следующих девяти канонических (простейших)
видов (табл. I).

Таблица I

№ п/п Канонические уравнения Класс линии

1
x2

a2
+
y2

b2
= 1 Эллипс (при a=b - окружность)

2
x2

a2
+
y2

b2
= −1 Мнимый эллипс

3 a2x2 + c2y2 = 0 Точка O(0;0)

4
x2

a2
− y2

b2
= 1, -

x2

a2
+
y2

b2
= 1Гипербола

5 a2x2 − c2y2 = 0 Пара прямых, пересекающихся в начале координат

6 y2 = 2px, x2 = 2py Парабола

7 y2 − a2 = 0, x2 − b2 − 0 Пара параллельных прямых

8 y2 + a2 = 0, x2 + b2 − 0 Пара мнимых параллельных прямых

9 y2 = 0,x2 = 0 Пара совпадающих прямых (ось Ox или Oy)

Замечание: а) a,b,c,p ∈ R.
б) Уравнениям (2) и (8) не удовлетворяет ни одна точка плоскости.

Дадим более подробную характеристику каждой из линий.
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Окружность
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Окружностью называется множество точек плоскости,
равноудалҷнных от данной точки (центра). Пусть C(a;b)
- центр окружности. R - радиус, M(x;y) - текущая точка
окружности, тогда (рис 1)

|
−−→
CM | = R V (x− a)2 + (y − b)2 = R2 (2)

В частности, если центр окружности совпадает с началом
координат, то уравнение 2 примет вид

x2 + y2 = R2 (3)

Эллипс

Эллипсом называется множество точек плоскости, сумма расстояний которых до двух
данных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная и равная 2a.

Пусть F1(−c; 0) и F2(c; 0) - фокусы эллипса, F1F2= 2c - фокусное расстояние,
M(x; y) - текущая точка эллипса, тогда по определению

|
−−→
F1M |+ |

−−→
F2M | = 2a.

Упростив это уравнение и обозначив a2 − c2 через b2(a2 − c2 = b2), (a > b), получим
каноническое уравнение эллипса (рис. 2).
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x2

a2
+
y2

b2
= 1 (4)

При a > b фокусы эллипса лежат на оси Ox (рис. 2)
и эллиипс вытянут вдоль этой оси. При a < b фокусы
лежат на оси Oy (рис. 3) и b2 − c2 = a2.
Форму эллипса (меру его сжатия) характеризует его
эксцентриситет

ε =
c

a

Для эллипса ε < 1 чем ближе ε к единице, тем более
эллипс вытянут вдоль оси. В случае окружности
a = b и ε = 0.
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Пример I. Построить эллипс
x2

9
+
y2

4
= 1. Найти фокусы и эксцентриситет.

РЕШЕНИЕ: Отложим по оси Ox 3 единицы вправо и
влево, а по оси Oy 2 единицы вверх и вниз от начала
координат.
Построим прямоугольник и впишем в него эллипс
(рис. 4). Найдëм его фокусы.
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Т.к. a > b, то c =
√

5

F2(−
√

5; 0), F1(
√

5; 0), ε =

√
5

3

Гипербола

Гиперболой называется множество точек плоскости, разность расстояний которых до
двух данных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная и равная 2a.
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По определению |
−−→
F1M | − |

−−→
F2M | = 2a (рис. 5),

т.е.
√

(x+ c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2 = 2a. Упро-
щая выражения и полагая b2 = c2 − a2, (c − a),
получим каноническое уравнение гиперболы

x2

a2
− y2

b2
= 1 (5)

Гипербола состоит из двух ветвей и ра-
сположена симметрично относительно осей
координат.

Точки A1(a; 0) и A2(−a; 0) называются вершинами гиперболы, a называется дейст-
вительной фокальной полуосью гиперболы, b - мнимой полуосью.

Асимптотой кривой называется такая прямая, расстояние до которой от точек линии
кривой стремится к нулю при x→ +∞.

Гипербола имеет две асимптоты, уравнения которых y = ± b
a
x

Для постороения гиперболы, как и для эллипса, строят прямоугольник. Прямые,
проходящие через вершины этого прямоугольника, являяются асимптотами гиперболы.
Чертим гиперболу, помня, что она проходит через точки A1 и A2 и асимптотически

приближается к прямым y = ± b
a
x (рис. 5).
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Эксцентриситет гиперболы
ε =

c

a
> 1, т.к. C =

√
a2 + b2, c > a.

Уравнение

− x2

a2
+
y2

b2
= 1 (6)

Также является уравнением
гиперболы (рис. 6), где a - снимая
полуось,
b - действительная.
Такая гипербола называется

сопряжëнной:
x2

a2
− y2

b2
= 1.

Парабола
Параболой называется множество точек плоскости,
равноудалҷнных от даной точкии, называемой фокусом,
и данной прямой, называемой директрисой.
Пусть директриса параболы есть прямая
x = −p

2
, а фокус F (

p

2
; 0), тогда по определению

|
−−→
KM | = |

−−→
FM | V√
(x+

p

2
)2 + (y − y)2 =

√
(x− p

2
)2 + (y − 0)2. (7)

Упрощая выражение 7, получим каноническое уравнение
параболы

y2 = 2px (8)
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Эта парабола симметрична оси абсцисс
(рис. 7). Если парабола симметрична
относительно оси ординат (рис. 8), то её
каноническое уравнение

x2 = 2py (9)
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Рис.8
При p > 0 направление ветвей параболы совпадает с положительным направлением

осей координат, а при p < 0 - с отрицательным.
Пример 2. Построить кривую:

а)
x2

9
− y2

16
= 1 Найти ε и асимптоты.

б) x2 = −3y. Найти директрису и фокус.

РЕШЕНИЕ:
а) a = 3, b = 4, c2 = a2 + b2 = 9 + 16 = 25, c = 5
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ε =
5

3
= 1

2

3
. y = ± b

a
x V y = ±4

3
x рис(9).
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б) x2 = −3y - парабола, симметричная оси Oy, ветви направлены вниз (рис. 10).
Уравнение директрисы y = −p

2
.
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2
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3
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F (0;
p

2
) V F (0;−3

4
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Пример 3. Определить тип кривой и сделать чертёж.

а) −x
2

25
− y2

64
= 1, б)x2 + 4 = 0, в)y2 − 9 = 0,

г)3x2 + 9y2 = 0, д)81x2 − y2 = 0, е)3y2 = 0

РЕШЕНИЕ: а) −x
2

25
− y2

64
= 1 V

x2

25
+
y2

64
= −1

т.к. сумма двух положительных чисел не может быть меньше нуля, то кривая мнимая
(табл. 1). Это мнимый эллипс и геометрического изображения не имеет;
б) x2 + 4 = 0 V x = ±2 - пара параллельных прямых (рис 10.1);
в) y2 − 9 = 0 V y = ±3 -пара параллельных прямых (рис. 11);
г) 3x2 + 9y2 = 0 - одна точка O(0;0) удовлетворяет уравнению;
д) 81x2 − y2 = 0 V y = ±9x -пара пересекающихся прямых (рис. 12);
е) 3y2 = 0 V y2 = 0 - пара совпадающих прямых - ось Ox.
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Рис. 10.1
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УПРОЩЕНИЕ ОБЩЕГО УРАВНЕНИЯ КРИВОЙ ВТОРОГО
ПОРЯДКА (БЕЗ ПРОИЗВЕДЕНИЯ КООРДИНАТ)

С ПОМОЩЬЮ ФОРМУЛ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО ПЕРЕНОСА
ОСЕЙ КООРДИНАТ

Исследование общего уравнения кривой второго порядка
(без произведения координат)

Пусть в уравнении 1 B=0, тогда

Ax2 + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (10)

Если 1) A ∗B > 0; A = B - окружность, точка;
2) A ∗B > 0; A 6= B - эллипс, мнимый эллипс, точка;
3) A ∗B < 0; - гипербола, пара пересекающихся прямых;
4) A ∗B = 0; - парабола, пара параллельных прямых.

На практике уравнение вида 10 можно привести к каноническому виду с помощью
параллельного переноса осей координат.

Правило упрощения кривой второго порядка
(без произведения координат)

Рассмотрим уравнение 10.
1. Определим тип кривой, используя п.2.1.
2. Огруппируем члены, содержащие x и y.
3. Вынесем за скобки коэффициенты при x2 и y2 (если они есть).
4. Выделим в каждой скобке полный квадрат, добавляя и вычитая нулевую константу.
5. Свернём выражение в скобках по формуле

a2 ± 2ab+ b2 = (a± b)2.

6. Перейдҷм к новой системе координат.
7. При необходимости разделим полученное равенство на константу, стоящую в правой
части, и сравним с каноническим уравнением (табл. I)
9. Сделаем чертёж.

Пример 4. Привести к каноническому виду и построить график кривой, заданной
уравнением 9x2 − 16y2 − 54x− 64y − 127 = 0.
РЕШЕНИЕ. B = 0. Сравним с уравнением 10.
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A = 9, B = −16, A ·B < 0.
Следовательно, полученное уравнение есть гипербола или пара пересекающихся прямых.
Приведҷм его к каноническому виду.
Сгруппируем члены:

(9x2 − 54x)− (16y2 + 64y)− 127 = 0.

Вынесем за скобки коэффициенты при x2 и y2, выделяя одновременно в каждой скобке
полные квадраты, для чего коэффициент при x или y делим на 2, возводим в квадрат,
добавляем и вычитаем:

9[(x2 − 6x+ 9)− 9]− 16[(y2 + 4y + 4)− 4]− 127 = 0;

9(x− 3)2 − 81− 16(y + 2)2 + 64− 127 = 0;

9(x− 3)2 − 16(y + 2)2 = 127− 64 + 81;

9(x− 3)2 − 16(y + 2)2 = 144.

Переобозначим выражения в скобках (переход в новую систему координат):
x− 3 = x, y + 2 = y.

В новой системе ккординат x = y = 0 и точка O1 имеет координаты
x = 3, y = −2. O1(3;−2) - начало новой системы координат.

Заменяем переменные и делим на 144:

x2

144

9

−
y2

144

16

= 1 V
x2

16
− y2

9
= 1

Уравнение соответствует уравнению (4, табл I) и определяет гиперболу,
Сделаем чертёж.
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Рис.13
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3
3
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2

Строим "старую" систему координат XOY и "новую" XO1Y с соответствующими
параллельными осями. В новой системе координат строим гиперболу, сохраняя тот же
масштаб, что и в "старой"(рис. 13).

Пример 5. Привести к каноническому виду и построить график функции
2y2 + 4y + 3x− 7 = 0.
РЕШЕНИЕ: Составим прогноз:B = 0, A·C = 0.Кривая, парабола или пара параллельных
прямых.

Рассмотрим два способа построения графика этой функции.
Первый способ. Как в примере 4, сгруппируем члены, содержащие квадрат неизвестного,
и выделим полный квадрат.

2[(y2 + 2y + 1)− 1] + 3x− 7 = 0;

10



2(y + 1)2 − 2 + 3x− 7 = 0 V 2(y + 1)2 = −3x+ 9 V

2(y + 1)2 = −3(x− 3).

Обозначим x−3 = X, y+1 = Y, Тогда O1(3;−1) и канонический вид кривой Y 2 = −3

2
X

- это парабола, симметричная оси Ox, ветви её направлены влево, вершина в точке O1.
Для уточнения графика можно найти дополнительную точку. Так как, очевидно,

парабола пересекает "старую"ось Oy, то, полагая в данном уравнении y = 0, найдём
эту точку.

3x− 7 = 0 V x =
7

3
, x = 2

1

3
V A(2

1

3
; 0).

Строим график (рис. 14).
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Второй способ. 1) Выразим из данного равенства ту неизвестную, которая входит в
это уравнение в первой степени:

x = −2

3
y2 − 1

3
y +

7

3
.

2) Ось симметрии параболы параллельна оси Ox, т.к. x входит в уравнение в первой
сттепени. Ветви направлены влево, потому что коэффициент при y2 меньше 0.

3) Найдём вершину параболы, исследуя уравненние x = −2

3
y2 − 4

3
y +

7

3

на экстремум x′ = −4

3
y − 4

3
. Положим x′ = 0, тогда −4

3
y − 4

3
= 0 V y = −1.

Находим x(−1) =
2

3
+

4

3
+

7

3
= 3.

Вершина параболы в точке O1(−1; 3). Делаем чертёж (рис. 14).

УПРОЩЕНИЕ ОБЩЕГО УРАВНЕНИЯ КРИВОИ́
С ПРОИЗВЕДЕНИЕМ КООРДИНАТ

Упрощение квадратичной формы

Рассмотрим общее уравнение кривой 1 в более удобном виде

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0 (11)

Обозначения 2a12, 2a13, 2a23 введены вместо a12, a13, a23 затем, чтобы формулы, с
которыми придётся встретиться при преобразовании уравнения 11, имели более сим-
метричный вид.
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Выражение
Φ(x; y) = a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 (12)

называется квадратичной формой.
Задача приведения к каноническому виду уравнения 11 сводится к задаче приведения

к каноническому виду квадратичной формы 12.
Для решения этой задачи оси координатт нужно повернуть так, чтобы после приве-

дения уравнения 12 к новым координатам, член с произведением текущих координат
отсутствовал.

Для этого нужно найти формулы преобразования{
x = l1x1 + l2y2

y = m1x1 +m2y2
(13)

в силу которых квадратичная форма 12 приведётся к каноническому виду, т.е. будет
иметь место равнество

Φ = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 = λ1x
2
1 + λ2y

2
1, (14)

где λ1 и λ2 - пока неизвестные числа. Коэффициенты l1, l2,m1,m2 должны удовлетворять
следующим условиям:

l21 +m2
1 = 1; l22 +m2

2 = 1; l1 · l2 +m1 ·m2 = 0

41 =

∣∣∣∣l1 m1

l2 m2

∣∣∣∣
 (15)

Замечание. Если будут соблюдаться условия 15, то новая система координат X1OY1,
в которую мы перейдём по фрмулам 13, будет также прямоугольной, с тем же масштабом
и так же ориентированной (то есть обе оси координат поворачиваются на один и тот
же угол в одну и ту же сторону).

Для нахождения коэффициентов l1, l2, m1, m2 и постоянных λ1 и λ2 равенство 14
переписываем в виде

(a11x+ a12y)x+ (a12x+ a22y)y = λ1x1x2 + λ2y1y2, (16)

Каждую из скобок преобразуем по формулам 13:

a11x+ a12y = (a11l1 + a12m1)x1 + (a11l2 + a12m2)y2;

a12x+ a22y = (a12l1 + a22m1)x1 + (a12l2 + a22m2)y2;

Учитывая, что определитель 4 формул 15 равен единице, из преобразования 13
можно найти формулы обратного преобразования{

x1 = l1x+m1y

y1 = l2x+m2y
(17)

Тогда {
x1x1 = (l1x+m1y)x1

y1y1 = (l2x+m2y)y1

12



и равенство 16 примет вид

(a11l1 + a12m1)xx1 + (a11l2 + a12m2)xy1+

+ (a12l1 + a22m1)yx1 + (a12l2 + a22m2)yy1 = (18)

= λ1l1xx1 + λ1m1yx1 + λ2l2xy1λ2m2yy1.

Сравнивая коэффициенты подобных членов левой и правой частей равенства 18,
получим две системы уравнений:{

a11l1 + a12m1 = λ1l1;

a12l1 + a22m1 = λ1m1.
(19)

{
a11l1 + a12m2 = λ2l2;

a12l1 + a22m2 = λ2m2.
(20)

Рассмотрим систему {
a11l1 + a12m = λl;

a12l1 + a22m = λm.
(21)

При λ = λ1 система уравнений 21 определит коэффициенты l1; m1,
а при λ = λ2 - коэффициенты l2; m2.

Таким образом, задача приведения квадратичной формы 12 к каноническому ви-
ду будет решена, если мы найдём два решения λ1, l1, m1, и λ2, l2, m2 системы 21,
удовлетворяющие условиям 15.

Чтобы найти λ1 и λ2, систему 21 перепишем в виде{
(a11 − λ)l + a12m = 0;

a12l + (a22 − λ)m = 0.
(22)

Как известно, однородная система уравнений имеет ненулевое решение только тогда,
когда её определитель равен нулю, т.е.∣∣∣∣a11 − λ a12

a12 a12 − λ

∣∣∣∣ = 0 (23)

Уравнение 23 называется характеристическим уравнением квадратичной формы 12.
В развёрнутом виде оно пишется так:

λ2 − (a11 + a22)λ+ (a11a22 − a212) = 0.

Корни уравнения 23 определяются по формуле

λ1,2 =
1

2
[(a11 + a22)±

√
(a11 + a22)2 − 4(a11 · a22 − a212) (24)

и называются собственными числами квадратичной формы.
Так как (a11 + a22)

2 − 4(a11a22 − a212) = (a11 − a22)
2 + 4a212 > 0, то λ1 и λ2 всегда

действительные числа.
При решении характеристического уравнения возможны два случая.
I. λ1 6= λ2, При λ = λ1 из системы 21 найдём коэффициенты l′1 и m′1. Направление

вектора ~a1 с координатами {l′1;m′1} называется главным направлением данной квадра-
тичной формы 12, соответствующим собственному числу λ.

13



Если модуль вектора ~a1 = {l′1;m′1} не равен единицы, то, умножая l′1 и m′1 на число

M = ± 1√
(l′1)

2 + (m′1)
2
6= 0,

Получим l1 = µl′1, m1 = µm′1, где l21 + m2
1 = 1. Аналогично при λ = λ2 найдём l′2 и m′2.

Умножая их на
η = ± 1√

(l′2)
2 + (m′2)

2
6= 0,

найдём l2 = ηl′2 иm2 = ηm′2, для которых l22+m2
2 = 1. Векторы ~l1 = {l1;m} и ~l2 = {l2;m2}

являются единичными нормироваными векторами главных направлений квадратичной
формы 12, соответствующих собственным числам λ1 и λ2.

Теорема. Главные направления, соответствующие различным собственным числам
λ1 и λ2 квадратичной формы, ортогональны (перпендикулярны).

Теорему примем без доказательства. Если не выполняется условие
∣∣∣∣l1 m1

l2 m2

∣∣∣∣ = 1

(см. 15), то достаточно l1, m1 или l2, m2 умножить на -1.
Таким образом, все пункты условия 15 соблюдаются, т.е.

l21 +m2
1 = 1, l22 +m2

2 = 1, l1l2 +m1m2 = 0

(из теоремы) и
∣∣∣∣l1 m1

l2 m2

∣∣∣∣ = 1.

Таким образом, в случае λ1 6= λ2 задачу можно считать решённой, т.е. квадратичная
форма

a11x
2 + a12xy + a22y

2

будет приведена к каноническому виду λ1x21 + λ2y
2
1.

2. Если λ = λ1 = λ2, то 2(a11 − a22)2 + 4a212 = 0. что возможно лишь при a12 = 0,
а a11 − a22 = 0, то есть a11 = a22. Тогда из 14 следует, что λ = a11 = a22. Подставляя
занчение λ и a12 = 0 в систему 22, видим, что все коэффициенты обращаются в нуль.
Следовательно, числа что все коэффициенты обращаются в нуль. Следовательно, числа
l и m могут быть любые.

Значит, если λ = λ1 = λ2, то любое направление для квадратичной формы будет
главным и любой поворот осей координат не меняеет канонического вида формы. Поэтому
такая квадртаичная форма в любом базисе имеет канонический вид

a11x
2 + a11y

2 = λx2 + λy2.

Вывод. Для того, чтобы данную квадратичную форму привести к каноническому
виду, нужно записать характеристическое уравнение и найти его корни λ1 и λ2. Они
будут коэффициентами в каноническом виде формы. Оси координат новой системы
следует направить по главным направлениям формы. Приче́м, если оссь абсцисс будет
направлена по главному направлению, соответствующему собственному числу λ1, то
коэффицинтом при квадрате абсциссы в каноническом уравнении будет стоять число
λ1.

Преобразование общего уравнения линии второго порядка
при повороте осей координат и параллельном сдвиге осей

В предыдущем пункте мы рассматривали уравнения линий второго порядка, не содержащие
координаты неизвестных в первой степени. Научились преобразовывать выражение
a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 к виду λ1x21 + λ2y

2
1.
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Если же требуется преобразовать уравнение вида 2, то его необходимо разбить на
две группы:

1. Квадратичную форму a11x2 + 2a12xy + a22y
2, которую нужно привести

к виду λ1x21 + λ2y
2
1;

2. 2a13x + 2a23y + a33, где вместо x и y нужно подставить их значения, используя
формулы 13.

Сгруппировав члены, содержащие x1 и y1, и выделив полные квадраты по x1 и y1,
можно применить формулы параллельного переноса{

x = x1 − a;

y = y1 − b.

После этого уравнение 11 примет канонический вид. Начало новой системы координат
с осями x и y будет лежать в точке O1(a; b).

Исследование общего уравнения кривой второго порядка
с произведением координат

Часто бывает полезно, не проводя упрощения общего уравнения кривой второго порядка,
установить класс линии.

Обозначим через ∆ =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ определитель, составленный из коэффициентов

уравнения 11, через δ =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣− определитель, составленный из коэффициентов

квадратичной формы, и через S = a11+a22 сумму коэффициентов при квдратах переменных.
Не проводя исследования, примем к сведению табл.2.

Таблица 2

Кривая
эллипси-

∆ 6= 0 S ·∆ < 0 Эллипс

ческого типа S ·∆ < 0 Мнимый эллипс
δ > 0 ∆ = 0 Точка (пара пересекающихся в этой точке "мнимых

прямых")
Кривая
гиперболического

∆ 6= 0 Гипербола

типа δ < 0 ∆ = 0 Пара пресекающихся прямых
Кривая
параболического

∆ 6= 0 Парабола

типа δ = 0 ∆ = 0 Пара параллельных прямых (различных,
совпадающих или "мнимых")

Пример 6. Дано общее уравнение кривой воторого порядка

8x2 + 4xy + 5y2 + 16x+ 4y − 28 = 0.

Привести его к каноническому виду и построить кривую.
РЕШЕНИЕ. План выполнения работы:

15



1. Используя таблицу (табл.2), определить тип кривой, предварительно вычислив
∆ и δ.

2. Привести уравнение кривой к каноническому виду:
-найти собственные числа λ1 и λ2;
-найти векторы главных направлений; -найти формулы преобразования 16 и записать
уравнение кривой в новых переменных;
-сделать параллельный перенос осей координат.

3. Построить данную кривую. Расчёты производить с точность до 0, 1.
РЕШЕНИЕ. Учитывая требуемую точность, все расчёты будем производить с двумя

значащими цифрами после запятой.
Определим знак ∆ и δ.
Вспомним, что в общем виде уравнение кривой второго порядка имеет вид 11

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0,

тогда

∆ =

∣∣∣∣∣∣
8 2 8
2 5 2
8 2 −28

∣∣∣∣∣∣ = −1280; δ =

∣∣∣∣8 2
2 5

∣∣∣∣ = 36.

δ > 0 значит кривая эллиптического типа.
Определим S = a11 + a22 = 8 + 5 = 13, ∆ 6= 0.
S ·∆ < 0 - это означает, что данное уравнение определяет эллипс. Составим харак-

теристическое уравнение для нахождения λ1 и λ2 :∣∣∣∣8− λ 2
2 5− λ

∣∣∣∣ = 0
λ2 − 13λ+ 36 = 0
λ1 = 4; λ2 = 9

Составим систему 22 для λ1 = 4 и найдём собственный вектор ~a1 :{
(8− 4)l′1 + 2m′1 = 0;

2l′1 + (5− 4)m′1 = 0.

{
4l′1 + 2m′1 = 0;

2l′1 +m′1 = 0.

Решая эту однородную систему, получим l′1 = −1

2
m′1.

Положим m′1 = −2, тогда l′1 = 1. Таким образом, ~a1 = {1;−2}. Нааходим единичный
вектор, ,соответствующий вектору ~a1.

Для этого умножим его на µ =
1√

1 + (−2)2
=

1√
5

=
1

2.24
(можно каждую координату

вектора ~a1 разделить на |~a1|).
Обозначим полученный вектор через ~l1 :

~l1 =

{
1√
5

;− 2

−
√

5

}
=

{
1

2.24
;− 2

2.24

}
= {0.45;−0.89}.

Для проверки правильности проведённых подсчётов рекомендуется проверить, будет
ли |~l1| = 1. Проверка:

|~l1| =
√

0.452 + (−0.89)2 =
√

0.202 + 0.792 =
√

0.99;

так как считаем с точностью до 0.1, то |~l1| = 1. Это означает, что один из векторов
главного направления найден верно.
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Положим теперь λ = λ2 = 9, тогда система 22 примет вид{
(8− 9)l′2 + 2m′2 = 0

2l′2 + (5− 9)m′2 = 0
⇒

{
−l′2 + 2m′2 = 0

2l′2 − 4m′2 = 0.

Отсюда l′2 = 2m′2. Полагая m′2 = 1, получим l′2 = 2 и ~a2 = {2; 1}. Соответствующий ему
единичный вектор

~l1 = { 1√
5

;
1√
5
} =

√
0.89; 0.45};

|~l1| =
√

0.892 + 0.452 =
√

0.99 ≈ 1.

Находим x и y из системы 13:

x = 0.45x1 + 0.89y1,

y = −0.89x1 + 0.45y1.

Для проверки рекомендуется подсчитать величину определителя

∆1 =

∣∣∣∣ 0.45 0.89
−0.89 0.45

∣∣∣∣
и убедиться, что ∆1 = 1.
Действительно,

∆1 = (0.45)2 − (0.89)(−0.89) = 0.202 + 0.792 = 0.99 ≈ 1.

Таким образом, все ограничения, наложенные условием 15, выполнены. Тогда квад-
ратичная форма Φ(x1, y1) = 4x21 + 9y21, и уравнение кривой примет вид

4x21 + 9y21 + 16(0.45x1 + 0.89y1) + 4(−0.89x1 + 0.45y1)− 28 =

= 4x21 + 9y21 + (7.2x1 − 3.56x1) + (14.24y1 + 1.8y1)− 28 =

= 4x21 + 9y21 + 3.64x1 + 16.04y1 − 28 = 0.

Для окончательного упрощения уравнения кривой сделаем параллельный перенос
осей координат.

Выносим коэффициенты при квадратах неизвестных и выделяем полные квадраты
по x1 и y1 :

4[(x21 + 0.91x1 + 0.21)− 0.21] + 9[y21 + 1.78y1 + 0.79)− 0.79]− 28 =

= 4(x1 + 0.45)2 + 9(y1 + 0.89)2 − 0.84− 7.13 =

= 4(x1 − 0.45)2 + 9(y1 + 0.89)2 − 35.97 = 0.

Итак, уравнение кривой принимает вид

4(x1 − 0.45)2 + 9(y1 + 0.89)2 − 35.97 = 0.

Обозначим x1 − 0.45 = X; y1 + 0.89 = Y ; O1(0.45; 0.89) - начало новой системы
координат, тогда

4x2 + 9y2 = 35.97.

17



Разделим равенство на 35.94 :

4x2

35.97
+

9y2

35.97
= 1 ⇒ x2

8.99
+

y2

3.99
= 1.

или, округляя результаты, получим
x2

9
+
y2

4
= 1

По каноническому уравнению убедимся, что мы действительно получили эллипс с
полуосями a = 3, b = 2. Делаем построения по следующему плану.

1. Строим две взаимно перепендикулярные оси x и y.
2. Строим в этой системе радиусы вектора |~a1| и |~a2|

(или единичные векторы ~l1 и ~l2), которые зададут направление осей новой системы
координат X1OY1 (произойдёт поворот системы координат XOY).

3. В новой системе координат X1OY1 строим точку O1(0.5; 0.9) и через неё проводим
оси X||x и Y ||y.

4. Откладываем на осях X и Y занчение a = ±3, b = ±2 и строим прямоугольник,
в который вписываем эллипс (рис. 15).
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Рис.15 отражает технологию построения эллипса, заданного уравнением
8x2 + 4xy + 5y2 + 16x + 4y − 28 = 0 методом параллельного переноса и поворота осей
координат.
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